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第 一 章 一些 准 备 知识 


”联合 谱 的 理论 需要 涉及 经 典 泛 函 分 析 以 外 的 一 些 秆 备 知识 ， 
例如 同调 代数 、 多 复 变 图 数 论 等 ， 我 们 不 准备 多 作 介 绍 ， 而 是 在 
及 后 的 章节 中 也 尽量 少 用 泛 范 分 析 以 外 的 工具 。 但 是 有 一 些 基 本 
楼 念 是 不 可 少 的 。 我 们 在 此 人 简单 前 叙述 ， 以 备 读者 参考 。 


$1 Grassmann 代数 ， 外 积 


BV h п ЙЕЗЕ PES, er, er EERE, ROTUA V 
出 发 ， 导 出 一 个 具有 数 腾 、 如 法 和 飞 法 的 某 种 代数 ， 称 之 为 
-Grassmann 代数 CCVY)， 它 满足 如 下 条 件 ， . 
(a) I# 生成 GV); 

(b) TE G(Y7 的 乘法 单位 元 
(c) TE G(V) rh, mik. fe, 及 实数 之 间 的 加法 和 条 法 运 
就 是 VY 和 实数 集 原 来 的 运算 
(d) Ж GOV) ФЯ ЕН x Ay SR, MW xAv=—xAy; 
(e) ЖУ ФЕТ е, "eng е Де Д tee Аё&һЗ=0„ 
这 样 的 G(VY) 可 用 Y ARENE, BORE EV D BS [в] 
BIA SAR A: 
1” 和 结合 律 (ei, Ae) Ae, е, Л Cei Ae) 
2° ДЕЕ e A (e, rej) = е, Ae, ei, Ле, з) 
.3” 上 反对 称 律 е Ле, = –е, Ле 
-4” 关 于 数 葬 是 齐 次 的 де: Лез (е Лер салан, | 
考虑 G(Y) 中 以 下 形式 元 素 所 成 之 集 В", By. Bt, 


` lis 


» 


Bul; 

Ві, е,ї=1,2,---,п3 

B е де, <, Sip h&n 

BP, €i, Ме A 77 A ein, ipm ex, 1«&À,,-- ln; 

В", Де Лень 

LPR REAR, ИННАА ТОЈУ АЕ ДИ А PEG 


ну”, жаю m 中 H|? ) 个 元 素 是 线性 无 关 的 , 故 V? 是 (")》 


维 的 。 我 们 称 V МУ By p RRR. V^ BER, V! ВУ, 
于 是 Grassmann 代数 СУ) ТЕЗЕ VOVO- ФУ", Tm 


exo) «(D)». 
AB BEV? WA Е;, PRA ARE SG e162, en 产生 的 : 
p 级 外 代数 。 | 


$2 WER 


一 、 代 数 张 量 积 (参见 [891 ) 
B MM 是 一 个 可 交换 的 加 法 群 ，R 是 有 单位 元 1 的 环 ， 若 对 - 
aCR, xc M, трде б ах, MÆ 
(1) а(х+у) —ax tay, Vx,»cM, 
(2) (ab)x—a(bx), Va,b c Ry 
(30 1+х=х, 
ШЖ M ЖЫ R HER, W:M, ЕФЕСУ xa, HAHA: 
(1!0 (x+ya=xe+ yas 
(21!) x(ab)=(xa)b;, 
(31) x*:1—x, 
Wigan M EAR EAS AM, id Mz, 


. 2 «* 


HUB TIF R 上 的 右 模 Ma 和 左 模 saw， 让 我 们 来 定义 Ma 和 
AN KR, REE FEL M x N HER (х,у) 为 基 
:构成 的 群 了 ， 其 元 素 为 | 
пах» +z (Xo yz) +: Ltr try Yr) ys 
这 里 EM, VEN, m Ж, | 
ЕНДО, у Ay), ij. WEJ 0 的 充 要 条 人 忻 是 所 
ЯЗ эн==б„ 4 G ЖЕЕ 的 子 群 ， 其 元 素 由 形 如 
ху) — Q3) O jJ», (Х,у+у')—(Х,у)—(х,у' 2, 
{xa y) 一 《X07) 的 元 业 记 生成 ， 现在 定义 
M(OaN —F/G, x@y=(x,y) GC MOON, 
我 们 验证 ，@@ 是 一 个 双 线 性 瑞 射 ， 事 实 上 
(Gc x! ) бу x69 y — x^ Oy 
= xx! у) БС) - (х,у) G8) - Co yt )-8)) 
=((Х-Ех' Vy) —(x,y) — Qi 0) 4-G —G6G—0, 
фо Р/С 中 零 元 。 同 样 可 纯 | 
х@(у-+у/) =хфу-+х@®у”, хабу=хбау. 
MORN 称 为 Ма 和 aN 的 代数 张 量 积 。 
=, Banach FAA RRR 
HX AY 是 两 个 Banach 空间 ， 它 们 是 线性 空间 ， 当 然 可 看 
作 有 既是 数 拭 的 去 模 又 是 数 域 的 右 模 ，。 技 照 2.1 段 可 以 定义 Oy 
XOY 作为 代数 张 量 积 ， 由 形 如 xo» 的 有 限 线性 组 合 所 № Ж, 
ХҮ Кие, BA: - 


1 2 |). ау jy an 


f 


тар | овоо |, snm EX s EY 
PEX*, OEY, fol <1, lé] lw 2s»). 
| (1.2) 
Г] Е +- 


容易 验证 ， 这 确实 是 一 个 范 数 。 
38 ХОУ 依 此 范 数 完备 化 ， 得 到 一 个 Banach 25 BJ, $k Ур 
Banach 空间 和 和 了 КЖ, EXSY, 
ИШДЕН ЖПК 是 两 个 Hilbert 空间 ，H@K 表示 代数 张 量 积 ， 


其 中 的 元 素 如 Dak, мєн, CE, E HOK LALAR: 
(5 мев, IBk =A È 08), 

MASE MAS, ВОН ЭВ Banach 空间 张 量 积 定义 中 所 给 - 

范 数 的 特殊 情形 ， 将 它 完 备 化 ， 即 得 五 入 的 张 量 积 空间 ， 记 ， 


为 HO@K。 显然 ， 如 果 {ea}, fe} SHE H ЯП К ËJ 正 交 基 ， nj. 
{е„®],} Jt HGK 的 正 交 基 。 


$3 同调 代数 (参见 [891 > 


设 久 是 县 有 单位 元 1 的 复数 域 志 上 的 代数 ， 有 一 个 序列、 
{К›,дь}ь, ae 其 中 K; pm A E, Gp 是 А 模 同 Bo Крэ Крл» Z 
表示 整数 环 ， 即 存在 如 下 的 序列 


p oy PUE 


sue Uu —Ky— Карне . 

如 条 上 述 序列 满足 056p- 170, p=0, +1, +2y, = жик (t, 
(Big K RK ODE- TRUE, УШТ. 

每 个 复 形 都 有 其 同调 序列 , e AIRE AEG. 

НК) — Hy(K,0) =N(6p- D/R(8p), 
ХН №0) .) JE fp- 的 零 空 间 ， 有 时 也 记 为 Kerdp， R(5) R: dp- 
的 值 域 ， 有 时 也 记 为 Imdy。 一 个 复 形 称 为 正 合 是 指 对 任意 : 
PEZ, N(dp-1)=R(Gp), BB Hy(K)=—0, 

在 以上 的 定义 中 ， 我们 假定 Op 是 从 Kp Я] Коз. ib 8f b Hi. 
5 —HOESOKRGURT? К = (C, o), Hun. of D K^ 到 EU, 


. 4 ж 


99 *1.07=0, JH RH НСК) = М№0Р)/К(О 1), AIG, ЖЕНЫ. 

特 称 为 上 链 复 形 ， 在 不 致 引起 误会 的 情形 下 ， 我 们 都 统称 之 为 
«a. 

21 (K?, 0?) 和 (L5,02) 是 两 个 复 形 ， ШЕ A MURS 

Jf. KL, {fH 080 808200? mor, p€ Z, WDPRUIJE—4- 
链 同 态 。 


бт - 
一 -和 下 一 下 了 type 


Jr dm 


ELI SEP ye 
设 了 是 上 述 的 一 个 链 同 态 ， 则 订 诱 导出 一 个 4 模 癌 态 天 ; 
HORA HL), PRM Bet КЄМ (OPA, 
$ (c A- RCOP71)) = fP(k) --R(a?71), 
于 面 还 要 定义 复 形 之 间 的 正 合 关系 。 | 
设 ERU), (Lue), (MT,87) 是 三 个 复 形 ，{J?} REG) 分 
Bi: КР-1Р 和 Is 一 Mr (p€ уН AS. AUR fi 4^ p€ z, 
око sio мт . tg . 
ЖЕ en, ВМР) =0, RC?) =N (6? 887) =M, 则 称 
QR vl MI ED | C»: 
是 正 侣 的 。 | 
我 们 有 如 下 重要 定理 
定理 3.1 若 (x* ) 是 正 合 的 ， 则 窑 在 一 询 同 者 {9?]， ва 
+> HF- ob mo ness Е 


Es ӨР: oo! » 
—.H?(M)——H»*i(K)——--- . сл жу 


也 是 正 合 的 。 


yk SET EE ETE Po ) uj BIETER FECE, TER 
可 见 Jacobson p89];E Ж 6.3;,p.33d4。 这 时 的 8 可 以 定义 为 
0*(m--R(B?71)) -k - RP), 
RE mEN( BP), kc N(9P1), fetch) arch), gm, tU 
Lego. 


84 泛 函 分 析 方 面 的 若干 预备 知识 


本 书 涉及 的 泛 较 分 析 知 识 是 多 方面 的 ， 我 们 不 可 能 在 此 一 一 
列举 。 我 们 假定 读者 已 具备 政道 行 等 编著 的 《 实 变 函数 论 与 泛 函 


分 析 》 《下 册 ) .的 知识 。 单 个 算 于 理论 的 知识 可 以 参考 哈 尔 莫 斯 


的 名 著 《 希 耳 伯 特 空间 问题 集 》( 粹 怪 译 ，1984 年 ， 土 海 科技 出 
版 社 ) ， 有 关 的 定义 和 定理 天 都 可 在 读书 内 找到 ; 有 些 章节 还 须 
阅读 其 它 专著 ， 如 第 四 章 的 非 正 常 算 子 组 就 需要 夏 道 行 的 《线性 
- 算 子 谱 理 论 》(D 药 若 干 基 本 事实 作为 基础 。 O. 

这 里 我 们 补充 一 些 在 土 述 夏 道 行 和 险 尔 莫 斯 责 本 某 作 中 没有 
列 入 但 较 常 用 到 的 若干 基本 事实 。 

一 、 无 界 算 于 理论 (SR [9] 》 mE 

设 了 是 定义 在 Banach 空间 XX 的 子 空间 D EJA X ру й 
REAT, DRIT 的 定义 域 ， 记 为 DT). HDT) de X rh A 


密 ， 称 了 工 是 称 定 算 子 。 我 们 称 了 是 闭 算 子 ， 是 指 如 果 EDT), 


Xa->X Tx», WA XE D(T), H Tx=y, 

定理 4.1 HMTD 车工 是 Banach Zril X B| X (AR 
ERT, ж ют), WRT 1—0, ТҮНТ {И yE 
满 整 个 空间 X, WT 存在 而 且 是 有 界 算 子 。 - 


AUR T RAAT, 那么 可 以 定义 T WIE T Tt, 使 得 


GHENMICX*. Ж yCTz)=f*(xy=(T*f)(x), ` u 
TARAS T BEL GR XOX rh Ay Ж GOD ={(x,Tx), 
. 6 š 


p 


i 


xc D(TY}, 设 工 和 宁 是 两 个 无 界 算 子 ， Tg xc DiS) B, Sx-— 
Tx HG(T)DG(S), WERT E S 的 延 拓 ， 记 为 T 二 5。 

下 面 我 们 在 Hitbert 空间 上 进行 讨论 。 | 

定理 4.2 ”投了 是 稳定 算 子 ， 则 工 必 有 了 闲 延 拓 ， 且 Te* 正 是 : 
EST EIS 

线性 算 子 工 叫做 对 称 的 ， 是 指 对 Vx,yE 多 (T)， 均 有 
(x, Ty) = (Тх,у), WRT CEB ЕН], Xi Ж Bb E Hr Р WE 
TOT, ЮП T—T*, Wy T BAM, 

设 工 是 闭 的 对 称 算 子 ，D(T)+ ARTY RAT HES [а] 
GEX (Hi, Ну), НЮ m 和 nn 可 能 是 有 限 数 也 可 以 
是 无 限 基数 )。Cmsn》 称 为 工 的 亏 指 数 。 

定理 4.3 TRAMKAT, N 

D(—(T*Y=D(T)GH:iGDH:, ` 
特别 地 ，T RE CERE Em Phi SRR (0, 0, 

定理 4.4 HONEST EAA, DAWA 
CIO SS HHS 

Ë T ейт, MAAR RTT TT*, Wi fk T jk iE 
жит. CARE 


r-| zdE(z) 
aLr} 


ED ERFARER НЕШ HT B B| #J RY ELSE , 

=. ИТКЕ (参见 [66] > 

Va EAS, AoE RRA A {ы pb e B Ç 
数 。 如 果 在 其 中 引入 范 数 使 之 成 为 Banach së al, у НУЧ, 3E PA 
ERRA: Melsi Heh Ghe E> jei 一 1 Mi Banach 
代数 。 

在 Banach 代数 .of raf ELS LA — 363 BJ BRE IPE P] BE 念 。 
RE x€ Z, Q р(х) = (АСС; (x—Ae) ! € a], C\p(x) sax), 


ae o9 


OOK) OCIA x El ГИЙ ЕЛИН. 

sm T SM RAH CA) GAB. BRM EEES, 
JEM, BA xycMQx€M), Za 中 元 素 可 换 ， 风 不 区 分 2. 
AED, HAME, WRA p A H AN AE E ВМО о 
$b), WW MERKAR, 

of f Banach 空间 ,其 上 有 线性 连续 泛 函 。 对 T Banach it 
RR, PRENEVRALZA, MREZA IERA HER 

Pen =f feo, 

对 于 交换 的 Banach 代数 .4 ， 极 大 理想 和 可 飞 线 性 泛 函 是 一 
жй, Анаан Аа, кот. 

JEXHA.b(Gelfand) 车 好 是 交换 Banach 代数 ，4 是 它 的 一 
基 极 大 理想 所 成 的 集合 ， 对 MCA, FIAT MA TEREZE h 5 
之 相 度 ， 对 XE sr, A h(x)=x(M), RITE x—x(M) 称 为 x 的 
Gelfand 表示 ， 于 是 成 立 以 下 结论 ， 

(1) А 是 非 空 的 紧 空 间 ，x(M) 是 A LER AN 

(2) 将 x BR XCM) GU BRA. ГЕК Їз 

(3) Шоо |= ИМ. = sup |xCM)] < jx]; 


(4) x nlt? H pO DOO 3g CCA) н], 

(5) a(x) ={x(M), MEA}, 

Banach 空间 上 一 切线 性 有 界 算 子 构成 Banach 代数 。 由 
А")... WI 生成 的 子 空间 是 一 个 交换 的 Banach Ж F Tj BE 
介绍 一 些 定义 。 

定义 4.6 ito fh Banach 代数 ， 我 们 说 -xz 上 可 定义 对 合 运 
算是 指 存在 一 个 xv 上 映照 一 T*(TE A), WE 

(1) T**—T, TC of; 

— (2) (aS- BT)* -aS* - BT*, ш S,TC sZ, e,8cC, 

(3) (ST)* — T*S*, 

WR BM TT | = (TPT C er), Rer By Се 代数 。 
= 8c 


Hilbert 空间 上 一 切线 性 有 界 算 子 的 侈 体 记 为 (RH) $39 y С» 
代数 。 若 .x 是 L(H) 的 一 个 子 代数 ， 而 且 是 弱 闭 的 ， 则 称 .oz 为 
W* 代数。 

MAT d dà Се, SLSR op HURTS E 
4CA*A)270, Ф(2) =1, MK o 是 态 (State) 。 

E o déc LHS, WINI(xCa. oot) —0) 构成 .好 的 闭 
左 理想，9 在 商 空间 .wfJN APR REDE 00 

(XEN x,y C of M x, y B К 3 on 
Ж, 

EARO RB oS BATCH, MATER e, 4 

— ф(А*А)= [A]. | 

Се HR Bed IJ Bry АНАУ 25 [н] о * 0—99 EDT EL 
这 个 子 集中 前 端点 称 为 纯 态 。 

=. ЭУ Su, [67] 》 

BAX EREZA, ECX, KAX HAM, BGs. 对 任 
xhyecro,i1] FÆR X,»CK, BA 

aa (1-—&)у CK, 

Fh K RAE Re, ЖАН. MERA x€ X, 总 存在 > 盖 0， 
使 得 当 JO <е pj, Ox€ K, Н} ROCK, 我 们 把 prtx)== 
Intla>0, aix € К} ЭУЕ K Ay Minkowski 2$ 55, 

ЖЗ 4.8 (yh F EB PPE EMAN ERSEN X ih 
ЛН, FRM EBS, ПЕЧЕ ЗОВЕ Е GA. DI 
及 常数 c， 司 得 Ref(M)Ze, Ref(N)<c, WHIZ 及 ef 一 c 分 离 

MAIN, 

定义 4,9 REISE) 设 半 是 线性 空间 , 又 是 一 个 
Hausdorff dp Zm WSR X 中 的 加 法 和 数 衫 运算 关于 拓扑 者 是 
ЕАО, WR X 是 一 个 线性 拓扑 空间 。 _. 
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Fey ag rS T 692, 

如 果 一 个 线性 拓扑 空间 X RUN ARSE ЖЕ 38, 出 ЖЕ XC 
为 局 部 凸 空间 。 А 

定理 4.10 设 K, K, РЕН Tig p 4 <: 
相交 前 闭 凸 了 于 集 ， 卫 开 : 是 紧 集 ， 则 存在 工 上 的 连续 线性 泛 M, 
常数 c， 以 及 e>>0， 合 得 

ЕКе}(К,)=с—=<с=Ке}(К|ү), 

即 超 平 面 Ref —c 严格 分 离 К, 和 К,, 

3EX4.11 Saw) 设 关 是 线性 空间 ， 基 上 的 线 
性 泛 函 全 体 记 为 天" ,了 CX*。 邵 汪 对 任何 feET,f(x)=0 可 和 准 知 
# 一 0， 则 称 卫 是 全 的 。 由 全 子 集 卫 在 玉 中 形成 以 下 集合 族 

N-—(P;A,e] — (aC X. [Jm ia) | <e, f C A), 

其 中 PEXss REM, ACE DORRUTERUR RT AR, ЖИЫ МЫ 
SBIR SEER PRA X PRT HES. SEX etti 2 ij, X 
LAA PEER BIA X, WAC, dp X* EX ES ih. 
的 Xt h MAHI. 

定理 4.12 (Alology) 设 有 Banach 空间 X, Ж dk 80 zs [Н] 
AX*, ЕЩ X X**(X RA XE X* HSA Bg X dg dh ХФ 
中 的 闲 单 位 球 是 紧 的 。 

定理 4.13 Banach 空 间 中 器 竖 子 集 的 闭 凸 包 仍 然 是 弱 紧 的 。 

下 面 我 们 来 介绍 端点 的 概念 。 

定义 4.14 EX BRS, Kc X, ЧЕЗ: РОА ЯКУ К 
AEE, Jd. RRA K HARA Kikis HMHR: ako 
(1—ak,, 0<a<1, fu FAP, Mk EA, k; € A, REP REUS. 

Ат PETG Th ss [Н] ВОЗЕ SER TEM AUR ЗД д 

定理 4.15 (Klein-Milman) E K Eja nre aep XT 
в, ЕАК, M E REM & сопу E2K, Hd 


. 10- 


onv(E) = conv( K), К Бруй, W conv(E) —K, 

ш, THRATH -EER CREW [691] >. 

WX ДЕ Banach zz, L(X)3 X EA XE £X UE € T Z: DE. 
了 TELI(X)。 了 的 不 变 子 空间 了 BAT RASA, BT H 
任意 不 变 于 空间 ， 当 e(TIZ) Co(T|YOB, BAZCY, 

TEI(X) 称 为 具有 单 值 扩 张 性 ， 如 果 对 任意 的 和 值 解 析 陋 
ЭХ f: D>XCDCC fe FR) H С-ТА) =0, MED, nj TE ЖШ 
КА =0, AED, 

定义 4.16 СИНИН SDP ИО ET C BGO , 如 果 对 
(Т) Ва (С)... ТЕ ТОВА АҢ (Y 1-5 
使 得 

(0 x= DY, eciYoco, i=l, 2n, 


WERT BARAT. MERIR Y; ялтан, ЖАЛ, 
WRT Æ SDP PET. ^ 

定理 4.17 (Albrecht) SDP p 算 子 和 可 分 解 算 子 是 等 价 的 。 

相仿 地 可 以 定义 闭 算 子 的 本 分 解 性 质 。 | 

对 可 分 解 算 子 来 说 ， 局 部 谱 的 概念 是 重要 的 。 

.定义 4.18 А E Banach gA X LARA RAT, OO 
BAMBARA RGA) 的 解析 扩张 , ERA CHAT Ж 到 
200 Баа, 对 给 定 的 *EX， 我 们 称 . 

的 
PTT RAAT A de x J iS Р EX, CA, x) =0(А,х) 
BAA TEX BJ 局 部 谱 。 
尾 给 平面 上 闭 集 FF， 邻 
Xa(F) = {(x,0(A,x) CF} 
可 以 证 明 XP RRA, BAZAARS, WEAF) 
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是 4 的 谱 极 大 子 空间 。 . 

定义 4.19 GRE) КУЛЕ С БЕГИШ ЕНЩ УХ 路 
闭 子 空间 所 成 之 族 记 为 H。 HERS De 中 的 映射 ， 且 满足 

(1) Е(ф) « (01, E(C) =X; 

(2) E (п 2) = n Eo, PEF nl 2m 

(8) XC AY ER PE RSS (GO, i=1,2,- n, 有 XX 一 
DAG), WAKE WBE, MELE 

(4) ECF) € Lat(A) (Lat A #7 A 的 不 变 子 空间 全 体 》 з 

(5) О(А|Е(Р)) СЕ, 
WA RAB BE E, 

定理 4.20 4 是 可 分 解 算 子 的 充 要 条 件 为 ARABS. 

五 、 两 个 年 要 的 结果 

本 书 中 我 们 会 用 到 以 下 两 个 常见 的 定理 . 

定理 4.21 (Putnam-Fuglede) H A, А, 都 是 Hilbert ae 
AH ЕЛЕ ЗЛ, FE ERE GET В, ЕН ABH BA,, 
则 必 有 ATB-BAt, 特别 地 ， 着 及 是 正常 算 子 ,BB 与 起 可 交换 ， 

MU Bc A* AT ZER. - B 

定理 4.22 (Berberian) 车 及 是 Banach 空间 X Ef ФЕ 
AART, WER H X yak X", X TANSIENPEET- 

， 使 得 4 的 近似 点 谱 OCA) 80, (A) 0 (A9), | 

ЖУМ ГЫ, кп Berberian 技巧 (参见 [7])。 
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K. = 联合 谱 的 定义 及 基本 性 质 


жите шша, 最 初 Hy R-Arens #1 A.P. Calderon 
引进 [35] „ Ж YEA Ed Db. FRR 
J-L-Taylor F 1970 年 引进 的 [112] a óp, Dashr62J1 的 联合 
ТЕЧ. НИТ [30] SESE SR Ta] A 
PRE i. 本 章 主要 讨论 Taylor 的 联合 谱 及 其 性 质 FAS н 
一 种 分 类 。 


na 言 


# HBR Hilbert 3, UF ЕҢ КЕЙН ЛИТЕ Т, iS 
7 是否 存在 且 是 线性 将 界 算 子 泥 确定 9 RGR TS TEM A. 
HEH, W TCLOD, BALA) PRAT 5, Wa TS— 
ST=1, {А59 0 BRENS. BASE 现在 设 有 一 介 算 子 组 
А=(А‹,А, ‚++ A. Ж т А ЄН), I=1,2;- n, BNA B 
然 想到 如 果 存 在 EB, sys Be Gli), 使得 

A.B,+-+-+A,8,=I, 

WIAD (0,0, —-,0) € C^ JE A ФЕЙ, 否则 称 为 A 的 谱 点 。 但 
这 一 定义 是 过 于 宽泛 于 。 首先,, 从 交换 Banach Pes WA RS, 
应 该 假设 An ,A; 是 两 两 可 交换 的 。 甸 外 ， ATERATA K 
少 ， 应 对 В,,--В, Bye ELI ELA, ЙИШ LE EP TH 
(A) (AY REE. {Н Ж, HOR, 联合 谱 的 定义 就 会 和 子 
代数 的 选取 有 关 。Afibrecht HSIEH (827, WERE dE LOH) 
中 存在 两 个 不 同 的 极 大 交换 子 代数 .ww 和 ar ETA E EE 
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义 的 联合 谱 将 是 不 同 的 。 

比较 成 功 的 Dash TÉ RR CAD" 来 定义 的 。 

3294161 (Dash). iE A— (Au, 7 AD AEJLA RRR ду 3 
FA, ACL), i—1,2,-5,5, | ИК LOJA Banach Zr [a] X 
LARES 2 IK. EARRA A ERR LOX) 中 前 
HERE CA УСА) BORER. RTS BER (21,… ,za) 
ЄС" PE TELA TS ра ud 当 旧 仅 当 对 一 切 (Bi, +B, 
Bi C (AM ,i— 1,2, 


в, (zl— -AD&I, 


x 中 工 为 恒 等 算 子 。4 的 所 有 Dash — A B Dash 
AA OCA). 

ж > 能 否 由 交换 第 子 组 直接 定义 联合 谱 ， 而 根本 不 涉及 任 
何 子 代数 呢 ? талога. 本 书 将 主要 讨 
BRK. 

Taylor ЯД Dash — SARA mn. 
15 Sleeman [105] 在 研究 密会 数 微 分 方程 时 的 亡 使 用 的 多 参数 
He ЕН ЖИЗНИ Taylor ке. 这 也 可 以 说 是 研 究 联 
合 谱 的 一 个 实际 背景 。 00070 

本 章 的 最 后 一 节 ， HDI EH Алема 
ej HACEN T HUS OL. 


T “Taylor 联合 谱 的 定义 | 
Bsa C8257 EnA A SE IO RMA, Е; RR 
电 s 产 生 的 了 级 外 代数 ， 外 积 用 符号 人 表示 ， 记 Eo È Е;, BX 


是 复 Banach 22 Bj, JH EE3(X) 表 未 张 量 积 天 的 BE， 其 中 的 元 囊 记 
+ jå» 


Ja xOsn Asi, Acts, EX, ABI HO 29 xs As: Acn Л зро 
有 时 ESO WRAPS nsa X] BEAT CAL ADEX ER 
МАИ FA. RAE X — A RH dy( A), Еф(Х) > 
E$.,CX ГЕ de AD aR RT IC dp): | 


n 
dp (х3 Ate Asi, = > (—1 JA, xG5;, ^c Аз, Аз Ав, » 


ЭКЕ su 表示 去 控 这 一 项 。 我 们 还 规定 出 一 出 ,1=0。 这 时 我 们 得 
到 的 d, 是 线性 连续 算 子 ， 而 且 容 易 算 出 doodp.1=0。 这 样 得 到 


d.i d, ds, d, d, dy 
O—-> B (KX )—> EY (X)——Ert(X)— F(X) 0 


(2,1) 

这 一 复 形 称 为 Koszul AË, іп E(X, A) 

定义 2.1 (Taylor KARO FAAPEA, X) AEM, 
Bp Imdy 一 Kerdp-1， p—1,2,--, п+1, Ш АЛЕ Ш, ЖОШ 
BRIA ЯН» SRA Cia СС". (Asp Za AS) TEER 
的 } 称 为 4 的 联合 谱 ， 记 为 Sp(4)。 

12.2 〈 算 子 对 的 情形 ) BA= (A.A. AAA; =AOA 我 
4188] ECX А), 

d, 2 di. D 

0——ləl es no , 
其 中 @,х=(—А,х,А,х), BX) SAX HAX. 这 里 我 们 把 . 
ХЕ: SRT X, XG El SAF XCX, PRA 5 A, TRE 
ЖЖ 4,0,—0, MERRIER, ЖО Ж. CD Imd,=Kerd, = 
{0}, Ep KerA, N КегА, = {0}, (2) Umd,—Kerd,, B] XOX rh Bj 
BRO), BAM Aun + Аза 0, ШЙ ЄХ, W Rx 
—Asx, з= Ах, (3) Imd, =Kerda — X, Bp ImA;--ImA;—X, 
RRA ADEN, PEER КегА, 5 KerA; 2 Eb 2g 0, AB 
它们 的 变 为 0 ， 也 不 要 求 Im А, 与 Im A, HHS X, PERE 
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们 的 线性 和 为 X, 

Taylor 谱 还 表 另 一 种 定义 方式 。 

仍 忆 5 二 (51,… 534) 表 示 不 定 元 ，E? 表示 由 :决定 的 3 级 外 
XX, E (XX) 一 其 的 五 >。 HERRERA TAA (Ar P bl 
Ж t==(2,,°" tn СС", 定义 aA 

(11 — A sit 7 + (Zn — Да) ә 
我 们 在 ЕЧ Х) = @ E; (X) LEVER COURT: 
а(х) AxGOs; А n. A SEP, 
ЭЖ ORE EO ERN ez. MA 
a(R) A Goss, Am зр) D AADA An Лезе 
同样 容易 验证 @›.,(ж)ей»(2)=—0, FRRNBAT — ҺЕ Z 
GRE e6.,—04,—0) 
E.: fa a Ün i: Gai а 
OB p(X) BX) ++ Bag 1 —— Bt X)— 0, (2,2) 

WX 2.8. FARF (2,2? Æ EAR W Ж z—(n, Za) 
AASA s + АЛЕ ШИ A, BWA. 

$E X. 2.1 和 定义 2,3 EFM, AIL RATA DU xs; A 
AS С 1) xsi Asi IA A Sines Ж (А, mi in-p} ={1, 2, 
esr NDS se m ( S) cos ti Bo НА E; M Ez, 
zd OPA. Sb dp Ж BCH) 中 卫 个 不 定 元 划 去 一 个 使 
之 成 为 Et (Xk, ар WE E; - ОО Ф п—р АЖЕ 
FLRIMN—A EZR EIL. (ORRE, FRZBLA KRHA 
Spotypatyrodp, TAO РЕЗИ ТА ES. 


d, 
0—-2- oe BUX) —— Ер. 1(X)—.- 


| L^ t 1 
я n-p * 
Qe BR Es pe LX een 
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显然 ， 我 们 可 以 用 同调 模 来 刻 划 Taylor i, > 
Hp(E(X,A)) —Kerd,/Imd;.;, 
则 4=(4… ADEM, Ж HECK AD <0,р-=1,2,-+,п,. 
而 4 为 奇异 ， 必 至 少 有 一 个 p， 使 HEX, ADE, MEEF 
By H;CECX , A0 AS BERE rS. A 为 奇异 的 各 种 类 型 。 
ЛЕКТӘ ПЖ ЫН EAT A A*= (AY... AY RSH. FG: 
KAH AAA 分 别 导 出 的 链 复 形 ， 


dast т da " di ж di ` А ús 
ECX, A), à——--Ei(X)— Es (Xy. BX) — + ES (X)— 0, 


a д в в 6 
EK, AU 0 EIC) EI GU) RENXU END. 0. 


我 们 再 从 ECX AD S ui MSE 


бо, di, at | 
=E X eE L2 (X°... ENED 
at. ав | `. 
—EX*)-—0; E 
Kuh 4% E d, BU SEE T, (EX, A HRABBASRIEN. 
通过 直接 验算 可 知 


а* 
"+ 
LECGX, AY", b+ 


А OpCA*) . 
EUX E] QU) 
ye pe 
d$CA) 
Eq pK )—— рр) 


是 交换 图 ， 于 是 我 们 证 明了 
fB 2.4. ECX*,A}) 和 [E(X, mv 
ЖЕ 2,5 S;(A* ) - Sp( A), Hp ECX, A) Ex NR E(X", Ату); 


уз 近似 联合 点 谱 、 混 合 谱 


对 Taylor 联合 谱 的 分 类 是 ~ 个 困难 的 同 题 ， 这 一 节 我 们 .将 
介绍 近似 联 会 点 谱 的 琉 念 ， 并 讨论 一 种 混合 详 ， 这 是 柴 公 在 他 的 
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硕士 论文 中 首次 引入 的 CHJ 。 

EX 3.1 i A= ( 444) 是 交换 算 子 组 ， Z= (21,77 Za) 
€ C" 称 为 生 的 联合 近 亿 点 谱 是 指 ， 存 在 一 列 单位 向 量 ху, |е |= 
1, k=1,2,- 48259 |r ADxk[ 0 (k— 09), f= 1, 2, ty m 
联合 近似 点 谱 记 为 Gs. CAD. Ае 的 联合 近似 点 谱 标 为 А ШВА 
TER, WW o (A). rmn, um 称 为 上 的 联合 点 谱 是 指 ， 
存在 非 零 向 量 x, fidt (zo —A0)x—0, 1=1,+ Tao CA). A* 的 
KR AB RA AMG BR, AoA, 

定理 3,2 设 4=(4b…4w) 是 交换 算 子 组 ，z 一 (2 3) 
СС", Жү 2А = (21А, + z, An) 9 КРИ, 


(END EX or БЕ ОЕК 0, 
my I ' 
(1) z€c,CA) [fj 3E SE Ж BE ДЕ Kerao^c (0). R Ж Ima, 在 
EM X) ARs 

` (2) zCoCAO B BREE Im n-i EU (X) — X, 

TE (OD BERS FSSC, а 下 方 了 无界 的 充 要 条件 是 


Ker a9 (0) zk 2$ Кега,= (0), {Н Im a, ЖЕ 以 Жах= > (一 
Ад хи, lax] = 5) А0]. 


(2) Im a, , ИНЖИ ERE 是 Кета* 2 f0), Im а... 
MEUS BIS ЛЖ РЕЖ a3_ ,一 对 一 但 不 下 有 界 ， 这 样 就 可 得 到 
IM a,-, 2c EZ (X) B TEE R HE a.i HEAR 

推论 3.3 ao, ATSC A), FATSA), 

下 面 给 出 混合 谱 的 概念 。 

E3. 设 Sp( 刀 ) 是 交换 算 子 组 ==(& , An) BY Taylor 
ВЕЖ, Аза Sr(4) 中 不 属于 cx(4) AeA) MHA, BHA 
АЛЕЯ К, Wont A), At 
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Onl A) -3 SC А)з\ Co A UT A), 

命 是 3.5 (1) AEn A) FERRE АСо„(А®)у (2) 
如 果 А =(А,,---,А,) 和 B= (B.,--- Bs) SEAT RAST A, 3f 
生存 在 可 道 算 子 DCLOO, Ei A;—DB;D^', i—1,2,-,n. Ml 
Spl A,X) =S A,X), 3f H. 它们 的 同调 模 {Hp ECX,A))} Ж: 
{Ha E(X Аф, SERI о. (А) 一 cm(B)]。 

证 CD 由 定理 2.5 可 知 ， 复 形 EC(X,A*) MECX,A) Bi 
构 的 ， 因 此 它们 的 同调 模 也 是 同 构 的 , ЖЕРЖДЕ, (A) Som AT, 

(2) BS BE(X,A)5S E(X,B) BSH А 18 = у 
形 ， 边 界 算 子 如 (4 和 dB) 满足 关系 раВ)р-!=аҳА), A 
ШОЛ BE BU ЫЕ у. RUA on (A) 一 om(B)。 

3.86 (AT NMRA) ШЫНДЕН 4 BJ Hilbert = [В], 
(e)7-, 是 是 的 标准 正 交 基 , U JE HH Le du A, Ое = 
е, Ое, (60 —0), 1— 1,2, , 4 КНН, А061, 
А.=190*, JAWA (A. 4 是 世上 交换 算 子 对 , 它 所 导出 的 复 形 : 

к кокан . 

H T À, 是 SRB, KerA,()KerA;={0}, X 3m А, dj Im А, 
ЖЕ, A Ind, 是 闭 的 ， 这 样 0 不 是 联合 近似 谱 点 。 又 ImA, 一 
K, Am Imd =K, ХВО 不 是 联合 近似 压缩 谱 。 但 

4(0,е,@г,) =Az(e,@e,) =e, @U%e, =0, 
X eei LIMA, (0,6191) e Im d,, В oCan(A), 


$4 联合 谱 的 若干 基本 性 质 
( Banach 空间 情形 ) 


这 一 节 将 在 Banach 空间 的 情形 ， 讨 论 联合 谱 的 一 些 基本 性 
质 。 首 先 ， 我 们 证 明 ，Taylor RAR SAATE Dash 联合 说 
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2H, WE B | 
o ж йл #1 А=‹(А,,--А„) 是 Banach 空间 X 上 的 交换 算 

子 组 ， 车 存在 B=(B1,…,Bs) 是 和 А 可 交换 的 算 子 组 , 即 Ady 
ВРА, ¿,J=1,2,-- n, H 有 A,B, + AGB; po +A,B,=1, А 
dE Taylor 意义 下 正则 。 | | | | 

E RAVES) MST AMER BMS Re: 和 划 去 不 定 元 6 
HEY. du 

Sac Аз +++ Aasa, 5 = Bet Hee 十 Bus ， 
BE E= xe A Лер, €EIXLA), WJ 


Sab = (Aus; Ава) ЛЕ 5) ‹АгдеАе„Л\ e Aes 
SJE = (Byt +--+ Bat) ЛЕ I (DBE A Ле А 
Лезь, 

-经 简单 计算 可 知 

(853 +5354)8= 5) PE psfspÉ-E, _ 

最 后 一 步 的 理由 是 当 је dB, sutlats—0, j=k bh, HU 
1, 而 ABL HK, du REC Ker(Sa), ju = 545, M 
有 S46, BP Imd$.,—Im(Sa[|g, ) 和 Kerd$ =Ker(S4| p) ЯН 

:—1 | . p 

同 。 因 此 由 А 导出 的 复 形 正 合 。 证 毕 。 

由 定理 4.1 可 知 ，Dash 意义 下 正则 必 He Taylor FY FE 
W, JJES;/CA)Cs(ÀA), 

现在 来 证 明 SoCADJE C" RISE, ЖЕНЯ f = 

定义 4.2 НАКУ ЕЈ. (У) < [3 21] Banach 空间 ， 
—0,ti,LX2,-, dO) AN LCY pY- МОЕ ШЫН, im 
OSMEXRBERACA, ҮА) = (У,у Е, Mth HD, 
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_'@р°@р,1=0, ЖБ A-—YOOAM SN А.у Banach 空间 链 复 撒 。 
| 如 果 对 A CA, YCh0) 是 正 合 的 ， 即 Іайр. (А) Кета, (A), 
Jj Et Re SB НАП | 
d,l,(Àe) 1Kerdp (ho) —Y p.1/Kerdp, Cho} 

АЖАР, Ub NU ER. BE 
Коом) =sup{int{|<x] dp. i(Aa)x= y) Ly s15dp(5e2y2-0)) « 

MAS UYOO,ACA 是 参数 化 的 Banach 空间 复 形 。 若 
Ya FRIES , ШЖ р, 存在 j AE R Ur), XT AC 
00), XE YOOdEpSRuES, BH kph) de Uro HER. 

TE FRIES y AO, {Н КСА) <у, koi v, Tü yo 


+. 90.0%), fiip CULO) 时 有 


ld CA) 40%) <3, 
ld. i3) — di. (Aa) |<, 
RIKER: ЖАЄ Ор, yC Kerdp{A), SW FF É x€ Ypsi 


Xi€ KerdoQ0 , ууга. W asi ls 


39jy1。 如 能 做 到 这 一 点 ， 则 由 数学 归纳 法 可 构造 序 列 Ge) 和 
Gs), BB y yer 2746, рун |2", [oen] 27 7t, 


由 此 可 知 ydp (Xx), Ж Ы х Ух, [х4 у. УЕ ВЯ, 


Kerdp(4) =Imd,,1009, 而 且 ko( =< Ay, 
为 了 构造 上 述 的 x Aly, RBM. WE, 
Пао у || = 60А) у 40А) y | d ilv | 
н F diy € Келі (А), JN] A y cr,, 使 得 dae! = 
€p082y, TÆ | dp C271] ldeChooy|ssvoly ak, 
yy” С Кегар(№), j|y—»' 161 +70) [У 21У|. A E E 3& 
xi€ Yous dii d$ dy (А) xi y—y'! , [x|s2vlvl e $ уу 


. Bie 


йр. 105%), Wü 
lyi = ly — ds (Ag dai )x1— doi CO xi 
= y” -+4р..(М)х,—4@›.,(ух\|| 
уе |+ 165160295 OO MH Io f 
=çy8||y | +-2y6|y]=<1⁄/21y1, 
R х:.у BABAK, ЯШЕН Y, 
现在 我 们 可 得 
定理 4.4 ЗА (А,, sAn) Banach 空间 天 上 的 交换 线 
ТЕЗ Ж Ж-А, 50А) 875 ПОА HARTE, KE 


IICA) - CA) x X DAS ,DCAD) - {AECA &rCAO) 


т( A) d& A HEER. 

证 车 (zi … Za) € IICA) E 则 存在 某 个 i, Zi— A; Aiz 
A, A В, =B,=.-.=Bi_ lR, B0, B,=(zi— A171, 
Rd | Y (1; — A;)B;=1, . 

£= 


ix HB (z). eta ЖА # Dash 意义 下 的 正副 点 > 由 定理 4.1, 
Et Taylor 意义 下 也 正则 ， 这 表明 SACHA, H T eH 
4.3,(z 一 各) 导出 的 复 形 基 有 限 级 的 有 参量 子 的 复 形 BOX,z 一 A)， 
z€ C^, Hz 是 各 的 正则 点 ， 则 对 每 —p,p=0,1,-- BA 
UjGO, fi zCU;GO 时 仍 为 复 形 的 正则 点 ， 取 这 些 邻 域 的 交 


M5 U(20)= UJ De(zo)， 则 对 任何 zEU(z)， 出 z 一 人 导出 的 售 


BER, WIEN. RRR А 的 正则 点 全 体 是 开 集 ， 即 Sp(4) 

EAR. AMARC RARE, w Sr(4) 是 紧 子 集 ， 证 毕 。 
定理 4.5 ША (А, A NHA =A Ans AnD 都 

Ж: Banach 空间 上 的 可 换 的 线性 有 界 算 子 组 ， 令 开 是 C”…! 向 

前 n 个 化 标 方向 的 投影 ， 风 (Sp( A) 一 So(4)。 ^U 
EHER, ARASA Taylor [112], 
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由 定理 .5 不 难得 出 Sp AD ДЕДЕ? Ip ie, 

我 们 还 要 不 却 证 明 地 引用 下 述 定 理 。 

定理 4.6 (Taylor) {A= (Ai, An) & Banach 2 [a] X 
he TR REA RASA, GEA SAK C" 中 的 区域， 
Ja fal fa ДЕ G 内 全 纯 ， 记 f;G—C" A f=, Iac, 
КА) =f (AD, f C AD 5-0 (A), ХХ) =f(Sp(A,X)), 

HE Sot BAAR SRR, ЖЕРДЙ Taylor [113]. 


$5 正则 性 的 一 个 充 要 条 件 
《 Hilbert 空间 情形 > 


这 一 节 ， 我 们 考察 Hilbert 空间 H 上 的 线性 有 界 算 子 组 ， 如 
18 Banach 空间 一 样 ， 可 定 疼 A 一 (1,…,As) 导出 的 Koszul 4f 
形 {E}CH,A), аА}, Hy FH Bj ges FE, [E;(H,A)]* = 
E;(H*, A) —ECH, A), Жа (А), Ej(H, A) —E;., (H, A), WJ 
(d;)*, E5 ,(H, A) —E;(H,A)0, | 
为 了 简单 起 见 ， 下 面 我 们 在 不 致 混淆 的 情况 下 ，BE! ,4) 简 
Tj Ed AOA d$ xk dy, 
515951 Soli n T da 
(1) E? =E E}; 
(2) dj 可 写成 如 下 的 矩阵 形式 : 
„а — C-aD*tdiagc A, 
a-( 0 dii ), 
其 中 diag A.) ACRI TB£R Б An HOO 0 ВЕЕ, 
证 (D E; 可 分 解 为 两 部 分 ， 
B, = {хез Ae Ae 31 Sie <jen—1}, 
By = {хе A + Лејк {бз Eh n I SN 1}, 
E; 的 子 空 间 EDU Ah В, ÆR, EIC: 则 可 自 热 疗 构 于 出 B, E 
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成 的 子 空间 ， 这 就 证 明了 (1)。 O 

(2) di 是 定义 在 B 上 的 ， 将 Et AME ENDEN’, 
Ша: RESETA es HE EIS 上 时 与 1"! MU, BUB EENI 
村， 对 不 划 去 e. 的 运算 和 -i 相同 ， 对 划 去 es 的 运算 相当 于 作 
用 (一 Di"i4， 这 就 证 明了 OD. 

X€3.5.2 设 和 =(4t…,4o) 是 Hifbett 空间 有 上 的 交换 的 
SES TENETUR, (Ejido) 是 由 А 导出 的 Koszul 复 形 ， 则 称 以 


下 的 算 子 ARA 导出 的 Curto 算 于 
d, 0 | 
А-| E S CLOHG CH 1) 
dto 
2 


x — 48 лр Curto 5s Ee (Curto[ 55], 
$5.3 设 Ac (As Ads 此 时 由 A 导出 的 Koszul 复 形 为 
in non Ho ‚ | 
dix—(—AÀux,AÀ,0, di(xi,xi) = Aix + Axis d, № x x 在 
н®С+=н®н Б, ӘДИ УН — 
А — А, ET ). 
Ат А? 
此 外， MRF I= (1,0,…,0)， 显然 有 


I 0 
- I 
ists) 


今后 简 记 为 工 。 
定理 5.4 (Curto [55D АА, , An) 5 Hilbert 空间 
五 上 的 交换 的 有 界线 性 算 子 组 ， A Ri A ш BJ Curto 算 子 ， 
ША ЕЖЕ ЛЕ ЖА тй, ORB A TE WD B6 OP Е 
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Like 


ата. rdg, dr. ABN, K—0,1,---,n, 

ж Â REIT A AUTRE X A l (k=0,1,-= n) B 
道 是 显然 的 。 我 们 只 须 证 明 后 者 。 先 证 必要 性 。 因 为 8", =0, d 
6 一 0。 由 于 复 形 是 正 合 的 ，di 是 满 射 ， 因 此 ddt 是 可 道 的 ， 亦 
BB le =@1Ф%-+-44 —d,dt 是 可 道 的 。 现 用 数学 归纳 法 来 证 ， 若 j 生 
Кк, драй 0б, WOE Т... 也 可 道 。 

首先 ,可 证 瑟 ? , (H,A)=Kerd;.,cbIimdi ., HEAR, Ker deN 
md*.,—[0), XPbCE;.,, ШФ.ЬЄЕ;, Al. Jin ues, 1 
满 射 , DD Imh Ez, DUE. AEC CEL, MUS diablo (dtdt 十 
йк, di. )e, ТНТ di... Wu didi =0, Ж dt, Gk. b= 
dt. dre. dt. e, AE bdt., cE Kerdt, dk. = Kerdy,,, XM 
be Kerd;,,-+-Imd*t,,, 

НК, REREH i 是 满 射 就 行 了 。 这 是 因为 be 是 一 对 
一 的 。 事 实 F, #hix=0, Wel 知 йых=0 Ж1йї,,х=0„ {Н 
Kerd?,,--Imdj,,, x Kerdi.: i xcImdt,, 同时 成 立 ， 这 只 
能 有 x 一 0， 由 道 算 子 定理 即 知 下 .: 是 可 逆 的 ， 定 型 就 证 完 。 

下 面 来 证 eos 是 满 射 ， bE EI, 油 前 面 已 证 的 分 解 ， 可 
AHPIECCKerd;..,, d€Imd,,,, d&b—c--d$,,d, IEE HH AB 
Ak, EKREM ICEL PAF kk, 已 知 ui, E; = Rere 
Imd?t, dt,,dT —0, Xi diaa 来 说 ， па: jc МК, Bk dde 
fe Ker d; 之 中 ， 妈 Im 不 ,1 之 中 。 因 为 cEKer ,1/， 正 合 性 党 昧 
Ж с= 0...0, TH b—=d. e dt, d, 

由 于 d€ Imdk,., Wk d=d,..f. ARIA, RT 得 Ima, — 
Im(d,..,dt.,)5, BELL 

di ae = (dia dt , 153g, ЕЄЕ;, 1. 


ЖЕ +, 的 直 和 分 解 ， 可 知 存在 gEKer dg, g C ET, 使 得 
8—8. tdt go 这 上 时， H Ker dk, =Im dk ,2, RATER CEL 
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使 得 gi 一 di 2h C Imd,, c 1m(di, ж), BD de YEmcCE;,,;, 有 
gi— (di. idt.) 2m, 总 之 


g=(d,,,d*,, )m-4dt, iB1o 


HERBA 
b =dy2e-+d*, d 


1 
(dg, odt, Tg +H dt, 1dkeaf 
edt, от (de dt ,2 ) dt, gt ds, deaf 


= 
RRA, MCE. H URH mE Kerh, MAH d 
BERAR, IEE EAER Em dt, RH PE 2E i 
的 。 这 样 一 来 ， 
dk. (m E f) = ,def tdrt ,m=b, 
.这 就 证 明了 b. 是 满 射 ， 必 要 性 证 毕 。 
现在 来 证 充分 性 ， 若 di5=0， 则 ib 二 dd?,15b。 由 于 相 可 
3i ,b— 11d... dT, b. Dom dt. AWM AeA ERE Чїй, dk, d¥, 
=4dr. dt. did. 3X Bu EC A PA A ЖО PERU 8. 这 样 
—X bed dtt b, HIbCImd,,, 这 表明 Kerd,c-Imd.,,, H 
复 形 定义 知 Ша, С Kerde, 于 是 Kerd,—Imd..,, КАФЕНЕ РЕ, 
Curto 算 子 及 定理 5.4 是 有 力 的 工具 ， 以 后 会 经 常用 到 。 这 
里 ， 还 要 给 出 今后 经 常 使 用 的 一 个 推论 ， 我 们 也 用 定理 前 形式 写 
出 来 。 
定理 5.5 ША-(А,,.-,45) 是 重 可 交换 的 Hibert 空间 上 
WEA RAP. I fH{1,2,--.n}o{1,%*)}, MJ A oig 06 


ERREEN 7, ALOAN O 是 可 省 的 。 
E ЖАНН ЖИП hata, dat, E (T) rto fo 
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‚ ЕРЕ. ий Eit ose („у ЖЫ 2 ADLAD, 
其 中 了 在 11，2，…，Pj KP TEER, REK, d 


Ty MATRA ар HP SYA CAD TO рий e Ros 5.4 立 即 得 
NUR. 7 


$6 Taylor 联合 本 质谱 和 指标 


这 一 节 将 定义 Taylor 联合 本 质谱 和 指标 的 定义 ， 并 给 出 一 
BEEE | 

ELEI RASCA, An) 3 Banach 空间 工 上 的 交换 算 
ТЕ, Е(Х,А) 是 各 导出 的 Koszul BB, (de). 是 其 边界 算 子 。 
BUT k, Im dE PRU, WH dim(Kerda/Imda i) < co 或 者 
` dim(Kerd;, ,/Imdg «co, K —0,1,---, WR А 是 六 Fredholm 算 子 
:H, SX — D**!dimcKerdi/Imd..,)$&2g A MR, YE S Ind A, 
TPEJHE, Ж АЕРА k, Б Af dim Kerd;/Imd,_,)<oo, Wi RAW 
Fredholm 算 子 组 。 记 Fredholm F £i 88 Ze Ik S7, MEA 
(Gi,7,z)0 ЄС", (z,—A 2 An) CF MON A 的 联合 本 质 - 
HS. dn 5>„( А) 

Hu HEX 2.3, PMI (2.2) 定义 Taylor 联合 本 质 
WE 5, Mind A= Xi (一 D+ dim (Ker a! ьа.) = 
( C1) NX — 1) dim Kero /tman..), 

XPA-L(A,,.A.) $ Hilbert ZZ i] H БИРН, А R. 5х 
Ж REA AAR MAR, MAER IA CAL AERTS, 

SEM 6.2 VE ACA, AJ Hilbert 空间 玉 上 本 质 交换 
的 算 子 组 ， 利 用 Taylor 边界 算 子 可 形式 上 导出 下 列 系统 : 


ds di 
tEn H) Es i( H)——3 EH) > Ey H+ 
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此 时 对 任意 p， 必 有 dodi BRAT, BEN A ww Hi Cakin 
代数 LOD/KGID) GEA D) 上 的 一 个 链 复 形 


OECD) By. (D E D EC D) ж) 
2% IE ft, ЖЕЙ A W Fredholm 算 子 组 ,而 See( A) = (05, 7,28) 
€ C, (z, — A, 52 — An) dE Fredholm 9-41}, ПЧ z€ See ( A) 
Bj, Ind(A—z)=dim Ker(A—z) -dimKer(Á —z)* у A ЖШ 
dm, дер AW fe A— z 的 Curto Ер}, 

ZIT Hilbert Z [šJ LRAT, X 6.1 5 6.2 形式 上 
省 出 入 ， 但 是 我 们 以 下 将 证 明 二 者 实质 上 是 一 致 的 。 

8138 6.3 [55] A=(A,,--,A,) Æ Hilbert 空间 五 上 交换 
BTA, ARR 6.2 中 的 Fredholm 算 子 组 的 充 要 条 件 是 对 
任意 Kk， k= didi 4d, d. , RBM, Дааа, dt. BUR 
М) Fredholm 算 子 。 

证 与 定理 5,4 的 证 明 相 同 ， 只 需 作 部 分 符 号 的 变动 ， 故 
KE. | . 

定理 6.4 UA —(CA,, An Hilbert 空间 后 РИТ 
21, MAREX 6.1 Fredholm 算 子 组 前 充 要 条 件 是 4 按 定 
S 6.2 JE Fredholm ар, Н 

Ind A= 3 —1)**!dim (Ker d.OImd;, i), 

WE BAREL 6.2 Fredholm HFA, UJ ls —dtdi + dry: 
dt,, 是 Fredholm 算 子 。 又 Imd;,,C Kerdk, Ah Т ~Imatd.@ 
Imd,,,df,,, (Amd: BPM, FHL Imatá, 是 财 的 ， 从 而 知 ode 
RS. БИЖ {dx} BAAR, М Kerle Kerd.(Kerdt,,— 
(Kerd;) © (Imde,,), 139] dim( KerD,Olmd,,.)<oc, FEAR 
定义 6,1 是 Fredholm 算 子 组 。 

MBA HEM 5.14 Fredholm 39.729, Wl gi Im =Jmd*d,@ 
Doddie 得 到 化 具有 闭 值 域 ,。 X Ker l= Ker d OIM 4 „ All 
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dim Keri, co, FPE b JE. Fredholm 4r, FAS] 38 6,3 BATH 
MES 6.2 是 Fredholm PET iB. 
HE KerA = Ker A*A = QKer(d*, di (d. dt), 
Ker А*=Кег AA*= @Ker(d? dt + dya dt,.,), 

于 是 аА —dim Ker À —dim Ker Á * 

= Sidim Ker(df, ,doe_,+dad?,) 

—Didim Ker(d$ dz dr dt...) 
= УК — 1D*'dim(KerdiOImd;,,, 证 毕 。 
推论 6.5 d А=<(А,,-—.,А„)ДЕ Hilber Si # Le RK 

ATA, WA Fredholm рН у КРЕ Юр — Wes 11,2, 


evn)be, x), DA OCAT O JE Fredholm ФЕЙ, НОН at 


IndA —3XC- D**! У) dim ( A Kerat), 其 其 中 五 一人， 有 于 个 
à fi f(t) =O}. 

证 SESS SR EPR Hg iE SE 5.5 15 2. ЖЕН] dtd, d.d]... 
REP, ER LW oR e (2) 个 彼此 不 同 的 元 素 
(Аг ФАО, Дор ТЄ, TUE 
i ІА = > — 1)**'dimKer(dtd, + di, dt. у) 


-XX-D'"N dim ( f Ker A10), pam 
k +" 


$7 夏 道行 联合 谱 


疙 今 为 止 。 我 们 都 基 讨 论 两 两 柯 交 换 前 算 子 组 的 联合 谱 。 
1983 年 ， 收 道行 在 [30] 中 所 上 出 了 一 种 非 交换 算 子 组 的 联合 18 
概念 。 

EX 1.1 jb K=(K,,-+,Kn) Æ Hilbert 空间 H EM AER B 


由 29 5 


KERTH, L jH РЕВНО EE JESENET, dd 
Dj(L)—i(KjL —LKj), 

如 果 对 任意 的 一 组 整数 INPRLMEPER pa enm uem 
as, HA DR(OL)MDn(L)eDj;(L)z0, 则 称 (4 十 1) 个 算 子 组 
(K,,- K, ,L)JL NP ETE L TH, di LEHN), 

ЖУТ? dE KJRAREJCSBSTI,LCHNGD,GE,-, 
KaL) NRA RBI G (H DOE S. 


Oe BL) {lh py ее xn) (Xi X E SpK), 
ELA L 
ve et ‹ › |Есдун) 


H ft ASA, х Xx An, P(x) = (АСЕ, GEA A E IX HH, T= 
1,2,-7,n),E(A) SEAE (A) EH As), E! J& Ki I US, 
j21,2,:,n, 

当 工 与 每 个 KK; AAR, BE D;(L)—06-—1,2,—,n) Hj, 
OCH, L) SCA A LBB, SRL. PPL Ree 
1.2 x$ Ate TA ASA AnD KH, 5„(Ау=<биррЕ, iX 
HE EE A; E;-—1,2,--,"O BUE LESE PUE NEUE, Supp 
ERNER., Ait, ATA EO EE xU 
T. НЕТИ ЕТЕ 26 HRN EIE TTE 和 Taylor 联合 
谱 是 一 致 的 。 

夏 道 行 联合 谱 对 于 研究 亚 正 常 算 子 组 是 一 个 有 力 的 工具 。 设 - 
T-COh,-—,.TOBpn SRP WER ATH. ja T;=K;+ 
UJ, ЯКТАН, 382326 KK] KK 
A KJ;JKiG DS TE K; JJ AR ДЕН AREE OUS iC K T; — 
JK;)20.3X ULBIOG,  ,Ks,J035— T 3ERE dA 88 AAT A 
JCHN(K), Big (К, уи BE к УТ, 

对 于 亚 正 常 算 子 组 联合 诺 的 研究 已 有 许多 结果 ， 夏 道行 及 其 
学 生 们 的 工作 是 系统 的 《 详 匈 [10] 、 [18] 、 [30] 》。 
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第 三 章 ”正常 算 子 组 


正常 算 子 包 插 自 共 孝 算 子 ， 蚌 一 类 理论 上 和 应 用 上 比较 广泛 
而 且 容 易 处 理 的 一 类 算 子 。 本 富 讨 论 有 界 的 正常 算 子 组 ， 为 后 面 
前 非 正 常 算 子 组 的 讨论 作 准 备 。 严 SLL АЗИ TA н 
实质 上 是 非 正常 算 子 组 ， 由 于 某 坚 方面 县 有 正常 算 子 组 的 性 质 ， 
Bi ti YEA SR pJ, 


$1 JERR + AN Taylor i 


定理 1,1 ik A= (AL... ADR Hilbert 空间 互 上 变换 的 正 
常 算 子 组 ， 则 Sp(A)=0(A) =0,(A), ХЕ ЛА АА ABS 
Taylor jf, Dash 谱 和 联合 近似 点 谱 。 

证 ”由 第 二 章 我 们 已 知 有 O(A) 25864) DO(A), HHA 
证 cx(4)Cc(4)。 事 实 上 若 0—(0,--,00 € ord4)， 则 必 存 在 
a>0, B NOU IEXEX € H, UC 


(ДАА: як) = 3 Annals, 


НАТА ERT, PEAH ICTR 2 AT А, 


"DR. MEA FE А = (Ary An) ER У 0, dp 
A ЛЕ W PE T-2B3H Putnam-Fuglede 定理 (MEE), Ж 


玲 知 道 ( ATA)” €". & Bi - CXJATAD "AT i=l, ‚п, 
ШИ BiC ag", B3 BAMI, 这 样 就 证 得 了 А =(А., AD XE ze 
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Dash 总 义 下 正则 的 ， 由 平移 性 得 到 oo.( 太 ;二 ot4&)。 证 毕 。 

XA TEE ГН А = (А, An), WE ZW H A; Pb: 
HB EHE, —1,2,-,n, MEERE C Lise ЖЯ И HH BE 
E= П Ека), ERRATA FIER: 

定理 1.2 设 4=(4… An) Se Hilbert 4 fq] H LAS adh 的 
CHATS, ECOJEHDASIBBSSERBUMDUBE WME Sp(A)—Supp’ 
E(z), (Supp)E(2) dex ECOBI X ED. k= (M AnD Соь(А) 
4 A224 EC( 2 0, 

证 9-5,4) х. х5(А,) СС", ВНА 
1 - | авс), =È za iis2. ons 

(D SuppE(z) C SgCA) 

设 和 一 人 :ESuppE(z)， 则 对 任意 的 邻 域 Di UA 
EU ,) 0, WR ABM (UT) -, 满足 diam (Up) <a 
可 以 取 到 一 列 单 位 向 量 {xn}%-1， xq € B (05), m—1,2,- PN 


н SA Adem 5 | mS ДЕС), |" 
= B peche deo 
om—oo) a 
pj ye = (А, ka) CO, CA) =Sp(A), 
(2) S;C A) CC SuppE( z) 
З k= (А, +1, An) € Supp Е(2), 则 存在 以 为 中 心 ，Bo Ae 
URRI О, 使 得 EC) 一 0。 这 时 
X kamapa =f, È izv мра 
md 
=f барав, 
aus, 


. 32 = 


ЖЕШ A-(Q;,-,A3€90,CA) — SCA), 
(3) A= (kis. And € Gp( A}, jj E x30, fii Aix — Aix, = 


1,2,"7,n, 因此 XE 'ECQOH-ECXOHS0, 5238, 


对 于 一 般 的 交换 算 子 组 ，Taylor нш T RES £H % Ж 
与 解析 说 观照 定理 ， 但 对 于 交换 的 正常 算 子 组 ， 我 们 有 下 面 更 好 
的 结果 。 
定理 1.3 db ACA, 4 是 五 上 的 交换 的 正常 算 子 组 ， 
FROM HET ADR EREDAR BRK, 
现存 在 多 到 LID WA FRR hon A), WE 
(1) 11; zi-Ai, 1=1,2,--,n, 
(2) hihi C4, e,8,CC, WJ 
ah, 十 Bhagh CA) + Bhi A) 
kihzh (Ahl А); 
(3) REF, h >hla)*, 
dREepf—(iQ2e.5o. Ж из ji MEREKA, ERLA EE Ж 
Ж BR FA EH S GA) =A, 
证 XPPRhCG, WK RCA) = [naEco, HRAMA 还 


ERAT., РСА) = CfA), fn A 还 是 交换 的 ， 可 参 
考 单个 算 子 不 难 给 出 全 部 证 明 ， 详 细 证 明 略 。 

41,4 V A-CA, A) E Hilbert 空间 五 上 的 对 前 算 + 
组 ， 即 存在 HH 的 一 组 标准 正 变 基 {ejiesy， E Аер=а[е,, Ж 
中 ofEC,i==1,2,…,hn。 旺 然 丰 是 交换 的 正常 算 子 组 ， 容 易 计 算 
出 a5 CA) = (0а, 7,870 K€ A}, SCA) =op(A)(op(AZE C" rh 
й). 

推论 1.5 Cp [e 8 SS ERE DUET IST B у 


‘Taylor, 


$2 正常 算 子 组 的 谱 子 空间 


WX E. Banach =f, U Jg С", С"(О,Х) BRB ML. 
在 区 上 上 的 关于 zz ЖАРК НГАН SBA, sno, 
sn) Fg JL TRAE CAL, dz — (dz, йз), AP[SUdz,C"(U ,XO 138m 
Pl sU dz xou, CU OREN p Rap 38, GE OX AUS 
[sUdz,C., (U, X)38] A"*[sUdz, C" (U,X) TIAE T aco t Ps 

设 Аз= (Ал, uA. 是 一 组 交换 算 子 组 ，4(z) € A"! GUds,. 
C"(U,X»D, Ri А 

((аФд)%) (z) 

=[ (A, —2y)8y+ e H А — 25234 0/024, ++ 9/92] AD a. 

下 面 定义 是 单个 算 子 情形 的 推广 。 

JEM 2.1 设 上 =(4:，…4) 为 卫 anach 空间 和 上 的 交换 算 - 
FA, OAC HBR, M | 

Xa4(Ó) —(xCX, FEIE AsUeazCc (Cd), (818. 

Si A i Аз» = (10000, KC CXOP, 
fi A BJ X T: 0 BU PS T =E Dj, 

定理 2,2 VW А=(А‹,.-,А„)5 Hilbert zz (8) H EZH 的 - 
ERS TA, E(COAR А ЈЕ SEE, WH CoRR 
жод, 有 

X= П (3i RA .- M) ЕН, 

M 


A-0474 nec 


这 里 ROC A: — kiy 2 T Ai— № HR, 
证 (D XDN (SS RQA XN). 


єс” Мз s 
HRxCXACOD, üHpEXTRdYEVCA"''(GUdzCT"(C9,X)) fir 
得 XS; A Asn = (A+) bt), KC UC", 


. 34 = 


BEB TESA A $ AAS: 项 的 系数 为 Vi, P—1,2,:,8. 
这 样 <= СА: АЭ) € ÈRA), X€ Cg, 


《2) n (BRA )csonm. 


i&c* No 


Gxe BRAM), HUGE уз,» СН, 19 


x= Kuh», ку K€ С*\д Ra, 2 D, WC HLA 


|ZCD; )* | -| DED) СА: A) yi 


i 
«n D JEDA Ayl 


| -n[. $ zh Pa EGO»! 
£ fet 


Pon D EOD pyl, 


ErEPREÉC|[E(QD)x|*—0(5— 99), ЁТ ë E D; >x 7m0, Bp 4 
函数 EC ex] ACO EEA АНЫ SEO, ВЕ РА 2⁄ 
的 性 质 知 必 有 |Е(СС"\б)х —0, ЛЕНТ x € ECOH, 
(8) E(ó>yH C Xató), 
BU BAR PEAT Cs Udz С=С"), нууна 
(EON) кеа А" А Sno 
==А Б Hs WX HE FACS, ХХ —А, — 


MOEM, 80 У СА: А)" (AAD Gh. фа Hoi AC, 
i-1 


ВСА) = CAi- 40A") e BE ATEG,CT (CN, E(0)H))] 到 


AE, CACC, Е(д)Н)) BRIN, 若 esu Ae Asr E APCs, 


C"(C", E(060H)], сВфу(А) = 31€C-1»7 Bj! (ApS enm 


A Sj, Ac As. HEP D СА: ROBO) = ICECOH цн Ж, 


diap-0,4-9/—Bqw, WEA ap =p M IEM 4,15 o 
Eee 9€ As Ud, C (CN05,H) ], DEL D tonite 
Pronos ЖАН py PA iA idzie da) "Poy ] AF081," 59) 中 元 。 
BE Ce Qa yi хз A c AS 等 价 于 解 
Go m1 ХЕ. Ae A Sn, 
а%1,п-2 + Ifon- 1-0, 


@ўфа 1,0 + On 2, 1—0, 
Qs 1,07, 
насх A ++ As) =0, SO Yow = (X8 Ac Asa), ШЕ 
上 分 析 知 GVo,n- Lo SpA Ано 
BE ona = 21 idi, HR pi E At Ls, C CON ECOH)], 
H aad = дос, T JE alt D = i a on) = СА 
№5.) =0, BD adji—0,1—1,2,-,n, 令 = By, £—1,2,-,n, Ë 
4i aC Sida) = abide Ун = Oporto & Visa — Dz, 
于 是 第 二 个 方程 亦 有 解 。 
逐步 解 出 oui EE E] Vaca € A771 G,07 (009) ,ECQUDTED, 
{E gs- 十 Dr-bz 一 0， 只 要 证 明 GU. ie 0 就 可 以 了 。 在 等 式 
my. FOU co: 0 OE 3, 注意 到 8.3 一 0, FRR aV so | 
0. {Н Oa io 的 系数 都 取 值 于 EC0)H， 而 4 在 8(0)H rh TE Wil, 
ЛАД fha- E 
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$3 正常 算 子 组 的 联合 数值 域 
和 联合 范 数 


dt ACA: sAn) Hilbert 空间 H 土 的 线性 算 子 组 ， EL 


| А] ==вир{( [Ах I8 + + ПАз |2), € н, dal =1y, 
МСА) 二 {CY х), vet A ,> ) :和 EH, thee |} =1} r 


WwCA) —suP( (| CAix 25 | 十 十 [Anxa D x CH, |x] 1) - 
这 些 记号 分 别称 为 4 的 联合 范 数 ， 联 合 数值 域 和 联合 数值 域 半 
径 。 车 4 还 是 交换 算 子 组 ， 则 还 WAS DD Rh E MAP Taylor Be 
合 谱 半 径 rsp(4)。 当 ||Al=wlaont, AFE A 称 为 联合 达 范 的 
(joint normaloid), 

БЛАТНИК, BRERA, ARR. 
和 证 明了 交换 的 正常 算 子 组 、 次 正常 算 子 组 、 重 交换 的 亚 正 常 算 子 . 
组 和 Toeplitz 算 子 组 的 联合 数值 域 是 凸 集 。 下 面 先 给 出 引 理 ， 读 
ЖЖ НЕН. | 

引 理 3.1 BASA AO 是 交换 的 正常 算 子 组 ,; 则 存在 
Ji^ Hill BE SS ар СХ, нә — 3 FERT RU pL ф:,-- PPL Xa), 
EBA PRSE FEED OX уи) ER Hdi RF, i= 3,2, n, 

定理 3.2 HAA: ANDERE RS A, M Woar 
Ж C^ 中 的 凸 于 集 。 

证 由 引 理 3,1， 我 们 可 不 妨 考 虑 4 的 函数 模型 。 

W f,gEL*(X,e), |/|— =1， 则 对 任意 t+€[0,1J]， 和 容易 
E Ае 201—119) ЄЈРСХ,и), mHE. №: =1, Ж; 


t(XA.7.f2. CAnf FI) H 0 CCAag, B? ,CAB 82) 
= aeta... [atas (i-o federiiu,-, a-o 
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x (е.а) 
= (САА: Ny 6, САА, EWCA) o 
TE 8.8. ib A—(CAi-,A0 ERMA FA. WA 
和 1 一 ef4) 一 ra(4)， 因 此 4 是 联合 友 范 的 。 
iE 5,04) =0,(А), БА |29 CA) Fp lA), ABE 


$u5[38 3.1 还 可 以 知道 
S,CA)= {z= (z, ZI) ЄС", XHER E, 


и({+ЄХ,у)|ф) а] <s)>0) 
于 是 u(t EXD Git) SrA H=. Ж > || Af ||? 


= (Фо [EFC durs АВ | 2, 


因此 [AL зар (( S А ЛВ), nei pro. 


É A= (А, --,А,) ЖН БЮТ, СА) 是 由 生生 成 的 
L(tH) 中 有 单位 元 的 C* 也 代数 。 现 在 我 们 考虑 4 RETREAT 
组 的 情形。 

引 理 3.4 设 上 一 (4 是 充 多 的 正常 算 子 组 ，C (CA) 
是 由 4 生成 的 有 单位 元 的 5? FARR mpg 

Sp(A)= {CPLA 7,06 An) PEC CA) E I RISE Z2 PE TE ER) a 

证 ”由 定理 1,1 BM, А= (А, 60,0 ESA) 的 充 要 条 件 是 


1€C*(AY(A,—À) d» --C* CAYCA— KD, E REESE IEEE EDD 
在 C*( 有 有) 的 某 极 大 理想 中 ， 从 而 得 证 。 

ЖН, SPEC 代数 ， 它 的 柠 全 体 VA tw EBA 
W, 而 这 个 集合 的 端点 就 称 为 纯 Ж. 对 SE PAAS AA), 
TE COHR WHA THRE RARE: 

Vi A) = (СА), UCASDO LHS SH, 
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КУСА) C" 中 的 紧 凸 集 。 
定理 3.5 БА (А, А.) Н, Д 
СопУ5 (Ау = МА) = УСА), 
TE AT SA) =0,(А) Я WA), RITA Сопу5,(4) с 
WA RABE X €C H, WEA. T€C%*(A),T— (Tx, 
X», Bibl WCAYCV CAD, Ü k= (Mee ka) AO E T3 - 
ж, Ма Е СКА) Б-КА Ф, ВИФ ФОА 一 和 ,i 二 
1,2,,.,и, НТА ЖЛЕ, КСА) ERY, im Ст 
ОЬ, k. ó TATE СМА) Ef n 38 29 PEZ ра, VC НЕДЕН 3.4 np 
ЩА (ki, Kk a) ESCA), BE Klein-Milman 的 端点 定理 得 
到 Y(4) 一 Convsa(4))。 证 毕 。 


$4 m Sia] L ART AW KSB 


由 于 严 绍 宗 系 统 的 工作 , me SALWAR НУНИ 
: 的 谱 的 研究 ， 了 到 得 了 完整 的 和 结果。 这 一 节 我 们 把 这 些 结 困 推 广 到 
| 几 个 交换 的 自 共 轿 算 子 组 的 情况 。 本 节 中 涉及 ту SË EJE By W. TF 
' 的 基础 知识 ， 请 参阅 夏 道 行 、 严 绍 宗 的 专著 [24]。 

引 理 4.1 设 T=(T1,…,Tn》 是 Banach 空间 瑟 上 的 交换 有 . 

RAHET, HEERMA KX =X +X Z F, 
Ta ( 0), rem А CAA 和 
C 一 (CCo) | 

; 都 是 交换 算 子 组 ， 并 月 Sp(T)CSp(A) USC), 

证 ” 具 要 证 有 明 DESpCA}NSp(C) 时 ， 必 有 0E8p(T)。 设 PE 
.Kerd?, p=@:+¢2, HA pE ACs, i Sas 和 让 一 1,2。 由 于 
(SUT s;yp 0 nf (2 1Cisiypa=0, (DAs) Pit (2 Bis qa = 0, 
{HOES CC), BUR va E ЛР, sa Xa] 合 СУС) фа = ps, 

* 30 < 


FORE COTES) 2 = ( Ву) CEICjs = Asp Bst 其 
HB RS SB H TT 2 T; eK 16 BOB m AB BASI 
BiCi 一 CB; 。 于 是 CMAs) 14+ OX Bs pes. = CSAS) (91— 
(22B;s; )¥2) o 

但 ESKA), FHL MB h C APT sis tSn Ж], ECAs) 
h =p Б) XXE CET Cb 4-а) = СУЛА): t (B; 
StU va 9 91-919, H 联合 庶 的 定义 得 0GSp(T)。 

EE 4.2 ASCA As) m. Sl] H BARRAS A At 9 
BTA, ЖНИВ H-NOGU-ZtOGOPZIT, 

S; Fi Gi Qi 
д ^" n os ‚ Fly n 
5 

fll Sp(A) =5p, (A) — S905) U Spi Aw) U Sp Ap) \)5р($*)„ 

Ж 由 引 理 4.1, Sp( ADCS y(S) US (As) USCA; USSCGS*), 
Е АЕА, 

(D 2 是 4 的 公共 不 变 子 空间 , Н.Н БАЈ, Р 5,05) = 
C.OS)C 0, (А) 5р(А), 

(2) ФА (Mu, ka) CSpCAn)\S9(S), HIN 也 是 有 限 维 
fU. т nCcN, HCAs;—Mn-0, J—-1,-,n, {Н Ai S A; 可 以 
ҖЕ, ZORA (з МОЕ РЕАК А) = (5 AF RAN 
Мм), XXfÉZ;dia).(G:—ÓM0Fn-—(G;—-A)Fm, HPAES AN), Ë 
AZEZ, fi Fin=(sy-Apz, f=i,-- n, RR z —n2e0, 使 (4i 一 
Àp(—n)-—0, МАЖА HRE RIE, | 

(3》 同样 可 利用 20Р RA 的 不 变 子 空间 得 到 50А) с 

=„СА)С SKA) 
事实 上 ， ЖЕ КЄ SADNSSG), 必 有 ЄР, lirl=1,， k= 


Ф Аф • 


1,2,+--, 使 (Ар; 一 入 站 一 站 > 一 了 Fo 但 G; ЖН PR * Fs 
WAR 设 Суја, Hp С—С 4+ Ge Ap, А) = (si—MMG;+ 
Gi(Ap; —4i), BRUT TE 用 fas, & kao i (si 一 Mi) FF = (s;— 
ADE. (LESS), Є, (р Az. REAA) 
Са Је) == (58 А) —Gjfe—CAs; – №) fe (sy A 2—39 —0, H 
2+ fell = ]fel=1, АСО, (А), 

(D FACSa(S*) CESS) USp(Ap) USp(An}), Dd zc 
Z*, (8 (StT—A;)z"=0, M AiAsz* = AA" 得 


Si— А Fi Gi Qjz* 
| 0 An, —k; 0 Ji 
0 0 Ар; М G*z* 
5j— Àj F; G; Q;z" 
1 0 Ан; -А 0 | (Fe) 
0 0 Ap; —j Gtz" 


SF G SF G 
slo Ay 0 se дил USA ORIS As +} 

00 Ap 0 0 Ap 
EEDA zdnebcZoNOP, fE 


53А; Fi ©з z Q;z* 

re t Ee 

0 0 Ap; — Àj AD С?т" 

于 是 (А; -А)(2ФпФрФ2*%)=0, j=l, ВАСО, CA) 
S:(A), WHE, 

如 同音 个 算 子 一 T. P (A) — Ix, ТЕ ЖЕ E (Ks, Fa), 4f 
САА) 0, i—1,-,), GO, 是 非 正 的 子 空间 ， 则 称 入 为 
全 的 临界 点 。 临 界 点 的 全 体 记 为 C(A)。 

GAS Б А=(А., An) iE n S Н Кру Н JE 
HATH, SACR. WW A KE A POSUER AS Fe BE А LAE 


* 4] = 


Sp{ Ал) USCS), 

证 与 n=1 的 证 明 类 似 ， 上 略 。 | 

GH 4.4 BAS ADE лу Si Кр BE 
RATA. EAA KBAR, WEE 是 可 以 交换 的 - FRR 
fo, Га. big] NCA) — 4. ШЕ і, (0,60) CCAD = {Мм} Б. 
AER, W Elt, b] Eln b] WH ERIE Н, H 


sup { lE iengo -Ene is 3 ү ‚© (а:,В;) , (a4,Bp c (ag, bi) , 


7 =1,еә,н}ч<ч оо, 

证 8:,Сао,8)Н 1С ZB]. Н Е,Е ЕХЕ SE. 
зану, FFE Eeh] -EaCon B,.JH ЯБУ ТЕ SS (АЈ. Ug IE Cai, 
Bi) -E«Cas, Bol s IE; Coo, Bo1l| Xt suP{ [[Escas Bi Е.а», Ball} - 
«coo. ДЕ, 

384.5 Wb А=(А:,-,Ая) JE mk BLL eR АЗН A- 
子 组 ， 则 存在 多 参数 的 谱系 EO t a), ESEA RT ACEC 
C(A) х. хС(А.) ЕЖЕ X, WE 

(1) z># B], Beek, 

(2) Betas 0, Ж їёўъ—осо; Étui, tj + 00,] = 
1,35. | 

(8) t CC(E)B, tat H tet Bj Ei E, п->со„ 

Жин Sam ДЕЗЕ adir Sx. 

证 tye CCAD,j —1,:-,n BP FM ESEI tie 
Er — 890,14]. 24 H HUE AGE EC CCAD IM, WA sup | Eo [| t^ t) s. 
车 上 确 界 有 限 了 时， 则 由 [24] 知 lime: FE., 定义 EÁ=limE,, H. 
定义 及 命题 4.4 直接 验证 (1)、(2)、(3) 满足 ,HC(E)CCtA1}Xx. 
eX COS, ЕЖ, 

引 理 4.6 4 如 定理 4.5, ЖӘНЕ ССК", H Bd(G) ПСЕ)" 
=ф, WOHRBATE@), MEG)H HARRE T È A 
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并 且 Sz(41E(G)ED)CG。 | 
证 С C) Cal bE] xx Cal bil, Hp Cot, bi] rb 


38878 AE CADPR ЕСС) $] Eai, bt] Elai, | 
ЗЛЕВА ДЕ АИС ЎТА, BRKT GARE. 
Fi Pi(aibi To Enlai ,btIH 是 4 的 不 变 子 空间 。 对 任意 М, 
S;(A | PE c SALE C C] (al sbi} xx (at bE], HRN 


RK, (ERE RON, Ey HIE FS B], A fe Es E Æ Hilbert 
SREB ARMAS, TE | 


sr(4 | DE cs,(A | x Ex)U S (4 | 


C LJ («at,bi]x - x(al,bi]-G, 


EE 4.7 FR А=(А,,-..,А„) 是 Nx SM БЛЕЗ ДЕЕ 
ята, MAER {Gri 是 С" MARR, A Mim, kb 
А ARETE 8, 使 得 Sp(A| Hj IEG =l," TUM 


证 BU Gn" 5 RFE Da, [fk D. c D, G, 


ABAD, ПС(А) =Ф, H. Ар, С", Е" Ù (ai,bilx 


X Cat bi Ян] k, (al OF 1x -- : X (at ,bi 完全 落 到 某 Da 
m, Hai, bi CC(CAD,i—1,,n;k—1,2,, 


HjH—E(RPU)H = M Elat, btlx x E (at, biJ HC 
х= 1 


„25 Е(р„)Н —H, 4 Н. =E(Da)H, Bl S; CAL Bn) D Сбн" 
i, 4k, 证 毕 。 
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85 联合 谱 与 多 参数 系统 


本 节 将 简 到 地 介绍 来 自 微分 方程 领域 的 多 参数 系统 理论 的 菜 : 
些 内 容 ， 从 而 看 到 运用 多 个 算 子 济 论 研究 的 一 个 实例 。 在 - 
Sleeman[105J 中 ， 寻 者 可 以 区 到 更 详细 的 材料 。 

经 典 的 Sturm-Liouville 问题 如 下 


2 . 
一 +асх)у=Ар(х)у, 0sixsl (5,1) 


这 里 p(x) ,а(х) JE 0=x=1 FRESE SE Be, BER PR yx 
ЕКЕ, 


cos ayc0) —sin B2 (9) —0, 0<а<л, 


cos ВуС1) —sin BY 21) —0, Os Bm, 


WR Hzx)>0， 则 称 这 问题 是 “ 右 定 ” 的 。 

如 果 р(х) 0, ax) 0, WRIA AE “Асе” B. 

对 于 上 述 两 种 情况 ， 都 可 用 Hilbert 空间 上 的 单个 算 子 谱 论 : 
进行 有 效 的 讨论 ， 特 别 是 证 明了 存在 完备 的 特征 画 数 系 〈 关 于 某 - 
“> Hilbert 空间 ) 。 

Sleeman 在 [105] 中 将 单 参数 方程 (5.1) 推 广 到 “个 参数 A= 
(Мм, "ОВЕ 起 的 微分 方程 组 


2 
~ 2500, -qicxoyitxi? + > K;jaiy(X1)yi(xi) =0, 
#=1,2,+е,п, (5,2) 
这 里 —соо<пашх Сое, al) C CLai,bil,gi(xD € CEai 511, 


1,j=1,2-- 2, MEHERREM e X FER К А, BRAC 4.2)> 
7H EOF LBS — 28 E yi 09,90) 1-, 满足 下 列 齐 次 边界 条 件 ， 


. dj * 


yita cosa;— у (adsinai=0, 0=ge <=, (5.8) 
yitb:)cosBi— у, (bi)sing; —0, 0 Biss, 
如 果 这 种 解 存在 ， 则 称 入 为 系统 (5,2),《5。.3) 的 特征 值 ， 而 
II yi(*%s 和 ) 称 为 这 个 系统 对 应 的 特征 西数 。 这 种 多 参数 系统 有 
很 实际 的 背景 。 侧 如 考虑 李 贺 型 湾 障 在 固定 边界 下 的 振动 、 其 中 
ETRE AA MARAE, RRA MERA. 
FRIES .2) (5.3) rPaii qi E] FES E Ia [a bi] x … x Гав, 


ba] 上 ， 如 果 detía CO). 270, ШЕЖЕ, Ш 
det {ai (Xi) 4-1 250, 且 存 在 这 样 一 组 实数 His" l, 使 得 


LI y Un 

dats ths 2x 

Onis ty Ban i 

lai Qin 

在 r 一 171 ” (r-i 

UTI wee Ra m0, .. g 
Üre tst "Әт, 
i51 Gra 

Gist ' Gtr 

L0 
| €a- 191 """ Gn-isn 
Li 
1 
| Hi к. Иң 
则 称 系统 是 左 定 的 。 


现在 用 泛 画 分 析 方 法 来 描述 这 个 系统 。 令 H i= L'De:bil, ж 
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Булу: S F Sij, HiH; NN Suficxi ag хонх). EMA E NE 
的 Sturm-Liouvitle H А.ф). 


定理 5.1 系统 (5.2), (5.3) HERA. ЕНЕ BS 
ЖЕРДЕШИ H= Q Llah] ERBER det(an) a. . BR 
一 个 完备 正 交 集 。 

由 于 篇 幅 关 系 ， 我 们 下 面具 扼要 地 介绍 在 有 办 右 定 情况 下 关 
于 多 参数 系统 的 一 些 泛 库 分 析 处 理 方 法 。 

BE Ai, Sij HiHi 是 可 分 Hilbert 空间 Hi 上 BJ Ep 3t Sz A 
bje12.-4. H= H, SBS SRR CASUM) HSM 
的 齐 次 特征 问题 ， 寻 找 系统 的 特征 值 ^ 二 (Mo,%,…,hs)， 使 得 存 
ERER ERARE u= Qua CH 满足 ， 

(enyaiy…yan 是 给 定 的 一 组 实数 ) 

>= aihi=1 
和 —MoA;ui+ = À; Si :=0, I=1,2,'"*Yta 
由 AnS 可 导出 H EO ART ATUS; BUT 

设 分 解 向 量 инә: бән, C H, BM Afu-uQ- Au 
э ня» АУЕН, Ss AEN, 1,] —1,2, a 
注意 到 这 时 Peg RT, SAL 与 SHA; 都 可 交换 ， 定 义 行 ЖЖ 
ў 


ao a " On 


—At St, -- St " 
A-de] t "UU "|= >! aA, (4.5)' 
r= n 


A; Sh c8; 


其 中 Д0, Ду, An 是 按 第 一 行 展 开 的 代数 余子 式 。 我 们 还 假定 
. 46h = 


系统 满足 右 定 条 件 ， 即 存在 常数 c>0， 司 对 任意 JEE， 都 成 立 
> CAf , Рс, 
现在 我 们 不 加 证 朋 给 出 两 个 引 理 。 
引 理 5.2 {Tuhi AE Hilbert A H E Bg RAPA 
WaT, MAIS, Ти Ej Tp 是 交换 的 。 设 工 = 一 det(Ti) 满足 
正定 条 人 忻 ， 即 有 常数 CT 兰 C。 则 对 和 任意 广大 E 五 ,下 列 线 性 系统 . 
> Tit; = fis i=1,2, … ,8 
存在 唯一 的 解 可 由 Gramer 法 则 给 出 解 
иу M T; n), j=1,2,- B. 
其 中 Tij 是 det Tip e p Tu 的 代数 余子 式 。 
引 理 5.3 设 Ai: Hiv Ai, i-l,2,--,hn 是 有 界线 性 算 + 
ою f) Ker(A})= @ KerCA), 
为 了 用 HsH O QH: 上 的 一 族 算 子 刻 划 系 统 0.0 , R 
们 考虑 下 面 的 诱导 系统 ， 


21 edil Gf ifa rs Ja € H), 
—Ajifed- È Sj fi=0, £—1,2,:,5, 
注意 到 由 引 理 5.2， 这 个 系统 有 唯一 的 解 
fiAC А}, ї==0,1,2,+,п, 
EXE AUA, 1—0,1,--,5, 
定理 5.4 A (А, ADAIR BE (5,4) 特征 值 的 充 要 条 
HAA P= {Io,…s 了 Tr) 的 联合 特征 值 。 
证 从 定义 易 知 避 “T=IT 和 一 AtTo+ X5;-0, i-1, 
2,7, MEA ET 的 联合 特征 值 ， 则 存在 非 伶 问 E z C H, 使 
18 Digg, i—0,1,--,n. TKI 
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> iig = > egg, 
Аав 2348187 ( At Pot: È Si Di)e--0, 
因此 有 21 А1 FH 
ORE f Ker( — А, ha 十 Ў 55) 
1-71 rad 
= © Ker( —А; hot his) (9[38 5,3), 
imi i-i 
Ж, Fe ТЕ 3p E RY Zr EISE u= u @ и СН, [H13 
— À, A; uit У Ау: =0, i=l, h, 
i 


PPA BAS (6.4) 特征 值 。 
EI. APTE A= (ka, kis" ka) SAPS В wu) Qua 
ЗУ БЫ ЖА (5.4) B PFE ARETE a. HI 


> cil HERE 
—Atu4 У) А8 и==0, jl 


TT; BE X ЖӨ A.2 中 的 唯一 性 知 ， Du—Àu.—0,1,-,n, 
证 毕 。 

下 面 我 们 证 明 荆 一 (Toy 了 yyy 了 Tn) 关于 入 4 是 一 组 交换 的 夭 
нят, | | | 

ШР АЛЕН ЕЁ ЖТ, PUA BSW ES 
р, =A, РЕЛӘ ЛИЙ T L. WARRT Oy 
L*, 

定理 5.5 D;*—D;i-0,1,—.n0, 

证 ШД Јр АНЗ ЯТ, ARIER f. ЕСН 
788 i—9,1,,, RNA 


f AR = 


LPif gl ГАА 'Г:ў, 5] == f. Ag 
=K AA TAg) = CAT Dig? —Lf Dig], 
证 毕 。 
定理 5.6 ЖТГ;,1=0,1,--,9 是 两 两 父 换 的 。 
TE bij, MA FANER 


—At Sh + Sh E 
: 3 (5,7 
-Ai Sh S. 


E Arj r-1,2,7,n E: Au hik (4.7) 的 第 } 列 元 素 展 开 
的 一 列 代 教 余 方式 ， 用 Ans 作用 于 ( AT 318210). r1. 
э, 然后 关于 r 相 加 ， 不 难 知 道 Ad; — Ajfi=0,1,7=0,1,- 1, 
国 为 fre ATA, i—0,1,7,n,. MUA AIA Ag] = AA Af 这 
星 的 GE 五 是 任意 给 定 的 。 上 面 等 式 两 边 同时 作用 4-:， 就 得 到 
ГГ} = ГГ» TE. 

设 EOT: ME, Sleeman[105] E X TH 积 谱 测度 


EC.) = H Bi(.) 的 支 集 为 系统 (An Su) 的 谱 。 根 据 定理 1.2 可 
Hl, HRN TH P= (Га, Do) fy Taylor 联合 谱 。 

推论 5.7 系统 {A&;,Sij} 的 特征 值 的 每 个 分 量 都 是 实数 。 

Ж RAEM 4.24 Mop CSD) ARH 5.5, SRS Ee 
立即 可 得 。 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 再 介绍 一 个 定理 。 

定理 5.8 MTL PER BE {Ai Sis} Ж S $k — (uA) 
EC, Whitt ALT SiO. HoH: 为 

SA) = — oA; 4 > AjSu, d—1,2,,n WA 


(1) 4 为 系统 的 特征 值 ， 当 且 仅 当 0 是 每 个 Si:(%) 的 特征 值 。 
(2) 4 属于 系统 的 谱 , 当 日 仅 当 0 属于 等 个 SA) 的 谱 , 而 县 . 
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x ai; ;—1, 


DLE 


证 (1) BBR. ME (2) , 
BAB FRADE, WHS 1.140, FEH Efi -— A 
Фу тар (7) HES CD А) 1-90 (исо), i—0,1,--,n, EER 


А; To + 553730 和 Bail =I, 8 5 я aja; = 1 fil 
—M At fnt 5) А580, iiy. 因为 Sp (Si (%)) = 
SaS ADD, BELO RF SOA, 

AZRE TAT SOMBIE > ам=1, HF SAD 


# E ЗЕ. IS 834 3)— ЭА {у peg t (F2) € H: 使 得 SCD Fim 
4 (m>), i=], yg & fuf fs. 观察 


ttp Ati t an 
— Al, AS. + Su. 
A Aim — d rat inf | 


—Anfa À S, :f3 Ut Бапа 


йа Dii сө бп 
гт о 


== 6) —Aifa SAJA + Sfi 


—А„һ[% 5С] “ee Sfi 


由 此 我 们 可 以 看 出 MAI Afad, AEA) fn 0,25 
WETA fa, i 一 0,1,… Rn。 注意 到 | 二 1， 因 I A= 
(№, rn hw) 为 系统 的 谱 。 

从 上 上面 我 们 已 看 到 ， 对 于 高 维 看 合 参 数 的 线性 系统 ， 几 个 算 
子 谱 论 是 一 种 适用 前 分 析 工 具 。 
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第 四 章 ” 非 正常 算 子 组 


本 章 主 要 是 将 单个 亚 正 常 算 子 的 一 些 性 质 推 广 到 重 交换 的 亚 
正常 算 子 组 ， 最 后 还 介绍 重 交 斤 次 正常 算 子 组 的 一 些 谱 社 质 。 


$1 单个 亚 正常 算 子 的 一 些 性 质 


症 这 一 节 中 ， 我 们 将 介绍 亚 正常 算 子 的 部 分 性 质 和 有 关 定 
义 。 由 于 匾 蚂 关系 ， 有 些 定理 不 作证 明了 。 读 者 可 和 参阅 [19],[L7 了 
等 。 

定理 1.1 BT=XHY R WER AS, 记 ox(X,Y) 和 
pf 7) 分 别 为 了 的 实 、 嵌 部 的 联合 近似 点 谱 和 联合 点 谱 ， 则 有 

©„(Ту={х-„їу,(х,уубо,(Х,үҮ)}, 
Op(T) = {х іу, (х,у) C09 (X,Y)], 

证 明 BE zaxt+iyCoe,(T), WS 17151, ЕСГ ә) 07. 
(n— co), Ta f | С — 251, Л LOT — 2)" Fal +0, 
因此 立即 推 得 ПОХ ә) у —0 (СУ уэ 0. 反 过 来 是 显 
然 的 ,这 样 就 迹 得 了 第 一 个 等 式 , 第 二 个 等 式 证 明 是 类 似 的 ,证 毕 。 

定理 1.2 ET=X4iy 是 亚 正常 算 了 了 ， 则 cr(T) FIST} 
SIR SUB TUS ft IR. 

Re(a,(T)) «0,(ReT), Im(o ,CT)) —o,(lnT), 
Re(Sp(T)) =Sp{ReT), Im(S,(T)) —Sp(ImT), 

WE 由 定理 1,.1 知 Re(o,(D))Co,(ReT), Im(o, (TIC 
GafInT)。 友 之 ， 设 хоСо.(Х), Hj Berberian dE T5, BY A 3j x 
Ker(X—x0) {0}, АЕ f E Ker(X-— хоу, 


GLO —х)у —Y (X —x)1f/,f2—0, 4B Н FT- хо JE WE IE 

E. BHE 
ІХ — xY —Y (Y —xg) 120, 

所 以 (了 一 X07 了 了 一 了 (及 一 x0)f， 即 Ker(X— хо) 约 化 了 从 而 的 化 
T. BIRT ex -xo) 是 正常 算 了 对， 由 正常 算 子 性 质 易 知 ， 存 在 
YER, dH то = хо Hiyo COs (T|k er x x y) АТУ ze Co). 
iX xb dE Т c, (ReT) сВе(о,(Т)), [Jg] FÉ, жо, (Таг) с 
Im(o,(F)), 
由 于 单个 算 子 的 谱 的 边界 均 基 近似 点 谱 ， 因 此 有 ReSp(T) = 
Rec, (T) 一 9,(ReT) 一 Sp(ReT)。 H TERRAE MST) = 
SptImTy, 

定理 1.3 设 T 是 亚 正常 算 子 , W r€S,CT*T)USO(TT*), 
WHER TESKT), |а| 二 VT a 

对 于 亚 正常 算 子 工 一 碟 十 这 ， 可 以 引入 了 的 记号 算 于 


TS 一 1im eix T eE, 
tote 


定理 1.4 ATRWERAT, WT. RE, BET, PIER 
р, Ну пт «атат... 


证 由 于 总 ейх Ye- HE айх i(XY —YX)e X0, АШ А 


Ve ty BR STRATA, НВ, АЛ 
S—lim eitXye-üX 存在 ， 记 为 了 *。 从 单调 性 立即 知 , 了 -<Y<Y。。 

对 于 任意 a>0, # eiaX a gitXy g- 8X mgit NKY ei Degi | A. 
tatoo, 18 ety, =Y enx, WU a RIF Sa-0, MW E 
ih XY ,=Y,X, BE T, =X+iY, RERS T. wu. 

定理 1,5 对 于 亚 正 常 算 子 了 一 其 十 这 。 有 SpQTi)coe.T), 

证 WACC.(T), ДЛЕ 2220, d 

(D— A)* (T — A) eel, 
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БЕШ, КЕРР СГ. A(T, AD Sel, DBpp T. HIER. W 
AES A(T.) WR. 
再 面 这 个 定理 可 查阅 政道 行 L19]。 
定理 1.6 设 T= 久 iY HUE RHE, T2=X+iY, HT 
BRESET., Шш Т(К)=КТ,--(@—К)Т_ (<k<1), MJ 
Ai, SeT) =SAT) 


RT-X-HY WEERT, XARA X =f Eo. E 


Ix HER] А, 4 

H, =E(A)H, Т,=Е(А)Т}н a, Dasi tin sE AJ, 这 
REPERE Ta 也是 亚 正常 的 , 称 它 为 工 的 由 区 间 4 着 出 的 部 分 。 

下 面 是 亚 正 常 算 子 谱 的 直角 分 出 定理 。 

定理 1.7 YE T=X+iY 是 亚 正 常 算 子 ，4 是 非 空 KA, 38 
Ati 

(1) op(T,)=ep(TINDas 

(2) S,CT cCD,; 

WH AHERN, HA 

. 43) OTa nD4,-89,00 0D, 

(4) 907, ID =0, (Г) Day 

(9) SKT OCD Ss SKAT) ПР, 

(6) S(T) CSp(T), 

证 明和 参见 [19] 。 


$2 重 交换 亚 正常 算 子 组 
联合 谱 的 直角 分 解 


ЖҮ А=‹А‹,+- ,A:) 称 为 重 交换 MH, AE RIA, 有 
AiAj =AjAi ЯП AAT SAP Ais 


чий 2.1 VACA... Any Ау E ETT A, ШЇ 
Xi 504) =0,(А) (AR ВАЖЕН), 
ш 由 第 二 章 定 理 5.5 AL АВАРА HE 7, 


{LQ moe}, MAM CAO OB, BARTER 3E 
TH, BONER, Sy ACAI O> M AAT, д; A ENH 


FRAG DAAL, EN. 

938 2.2 wA=(A,,--,A) dE RIERA, XU 

Re(Sp(A)})=Sp(ReA), Im(5;(À)) =Sp(ImA), 

证 ЖЕНАТА ERB CSR EH 
1.3) 立即 推出 。 

定理 2,8 А =(А,, ANN BRRARIEERA TA, Jit] 
有 

Re(o,(A)) —0,(ReA);, Im(a,CÀ)) 0, (аА), 

证 JA 1,1 РЕ HH SL Re(o CAD) = 9, (Re AD, Я 
Im(e,(A)) co, (тА) 

及 之 ， T ReAIQX,,-,X0, ImÁ -(Y;,- st r) 和 А 的 id 
SH THE X41, = (X, iYi, CT »Xn-7-iY 1), 显然 这 些 都 基 交 d 
的 正常 算 子 组 。 # х= (0n,-,x:0€0,(ReA), i 3E 28 2,2 30 25 
ZETHA 1.105 BA y-OOnc7»€o.0mA) f] np Et 
УЙ {Ет} a-a fCX&—xi))84—0, (YE 一 Yr) em 0. (2.1) 

由 记号 算 子 定 义 ， 对 每 个 ens Ata, dH 


Cete EY кетик вн], k=1,2, Ha (2.2* 


由 于 Xx 与 工 可 交换 ， 所 以 有 
(Yue Hox — Y šectnXr)ga | 2, 


famen, HopXe ух, MRNA, YE 与 的 交换 性 ， 
H (0,1) 和 (2,2) 不 难 推出 。 
LC — xr) fm || = (Xe хк) вн 1-770, 
«Үк ук) Н У 27 14 00У – ук) вн [1—90 
(moo), 
BIA x= (xi. €Reca CAD, ВФ пр o, (may 
Іт (0.(А)). ШФ, 
ВАИЛ РУЫНА АЕК. ШЕЕ 
边界 点 不 必 是 联合 近似 谱 点 。 这 只 需 看 例子 ， 单 向平 移 算 子 U, 
S$(QU ,U) = (2,2), |z| 且 二 的 每 一 点 都 是 边界 点 ， 但 5x(U,DU) 一 
i1G,2),]1z2| 一 1}。 因 此 下 面 定理 用 定理 1.2 方法 是 行 不 通 的 。 
定理 2,4 А CA, 4 是 恒 交 换 的 亚 正常 算 子 组 ， 惠 
其 联合 谱 可 直角 分 解 
Re(Sp(A)}=Sp(ReA); Im(S;(A)) =Sp(imA), 
WE REBAR, PORAZE 得。 由 定理 3,3 知 AM 
YE: Sp(Re 和 4) 二 Re(5p( 有 及))。 下 面 对 算 子 组 的 个 数 归 纳 。 
k—1 时 ， 出 定理 1.2 SAR Ma. 
假设 kn 一 1 时 结论 都 对 。 
kon Rf, А (А, An ESp( 妨 )， 由 引 理 2.1 知 这 时 


BH SY CAM) (A 7&0 8 Ж, Ф AeA AD 为 入 的 
Berberian 扩张 ， W A" 世 是 重 交 换 亚 正常 ， 月 用 
Ker( ЎА АА-А") f КоА? АСА №) 
= {0}. 


4 в = Кек Al A) CAA, D oe (0) 县 约 化 ;4 一 
‘Re(A°—A), В 


a 55 * 


Ker( S (А{—М |» «A1—A0[,0*) 


= N (^п erc: —M)(A1-A)*)« (0), 

НСА? lao Als [mee ERE ERT, HA 
ABE (Re (AT А) |а» Ut, RelA? a —a 1) |а) EH Amm, Alt 
(ReA! —ReÀ,, -- ReA — Re, ,, (А-АА? —А.)*)Ш 
异 的 ， 这 基因 为 在 公共 约 化 空间 mw 上 限制 是 奇异 的 ， 但 它们 是 交 
BJ IEE PF PEH, š 

("n кег(кеА;—кеу) n KerCAt (A1 An)" {0}, 

(2,4) 
4 „=`П Ker(ReA! Re) , BN n PHEA! —An FIROCAL—An)g 
EA (Ai-i |2 TEE AER (02.0 WEAR. BRA 
Sie, Вед „-- Вел, = Вег(А, – А) | 1р, ЕЕГ — В 
aji (Кед; — Ќе, =. RCA з _, – Rehn- RCA т — Ready) 是 奇异 的 
算 子 组 。 因 此 有 Rek Co, Red’) 一 ze(Re4)。 证 毕 。 


$3 重 交 换 亚 正常 算 子 组 
联合 谱 的 直角 分 制 
APES 1.7 推广 到 重 交换 亚 正常 算 子 组 馆 形 。 


引 理 3.1 (Rubin[96]) TE A Rae €") rH ñq—4- ru fE, 
下 是 定义 在 4 上 的 一 个 Borel RRM, WA i 


| au А, 其 中 入 E Е" GEC?, 


TER EN. 
定理 3,2 ША =(А,,--,А„) S 5 FUE IE ШИ T 
iH, ReA—(X,,-.,X,), ТА —(Y,,:«,Y,), jd ECH Re А i 


+ 56 + 


RUM, BA REKI, A= I As D a= (Galy n, 
х. tiya) CO", (Xipe) СА} Н =Е(А)Н,А= (А.д 
Ак), 其 中 Ara ELA Arl nam k=l, Ra BY 

(D Opl Aa =6.(А) N Days 

(22 Sp(A,)<Das 
TEX A 29 К" НУТКИ, RA 

(35 OLA D D4--980,CAÀDT(1 Dy; 

(4) e; CAD n Dy=OH AI Dy; 

(5) Sp( Ag) 1D, -S;CAD) DA 

(63 Sp(Ag) “Sp(A), 

证 (0D B A= (Ai, À C o (As), Ay Xp i iyr k=1, > 
п. HF А, 仍 是 重 交换 亚 正 常 ， 据 定理 1,1 必 存 在 单位 问 量 f, 
ЖЖ Хк] ха, Yraf= yrf OY,2-ECAMYS| zio + WA 3.1, 
有 R= Quem x) m COGO) = | aA ECO А, 


因此 和 ED 又 可 验证 Е({х}Н £p mA=(¥,,~,Y) H f€ 
EQ(x})HOH,, Ы 和 =yxfo 从 而 人 rf 一 MTR 一 1 29 n. 

Zi А (hA ETAN Das M=x Tiy, BA 
x= OG, mn) EA, BELL Asf— М] BY HE Н EBC APH, 
从 而 Aryl Аў, k—i,--,n, 

(2) 4 Dig (hig shal CC',Rez C Aj, i-1,-:,n, Ж 
到 对 于 单个 算 子 (b) 已 成 立 《定理 1.7) ， 因 此 不 难 验证 

SA) с: n SAAS Г бод — D, 


(3) WE X—(04,-,.4) Єс„(А)Г Dy, Arx tiye ЖЕЙ 
ЖЕЛЕЗА (Ра) CH, fü. 

СХ, хау} 900, (Yr ~y fm—>0 (mco), К 1, n, 
Ek х= (х,у Xr) 到 -2B 的 边界 的 距离 为 5， 则 对 任意 1 E BCA Dn, 
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È et ni lu хе d EC pz 07 jfi 
PALMAR (fu) Ha, RE 

(Ака Ag) fm = (Rc M in + (Ang Ав} 

| =(Ax—M)fa T+I(E(A— DY kfm 
38— WP 0， 第 二 项 有 
JECA NY kfm | SECA) QY ук) | + ECA yeh af 
= [(Үк—-уӘ 7 1 lyel ECA Sn lO, 

ЗУ k= (А, An EO, (AAI Da, 

BRZE ASAD EOLA D Da, № ха tiyr, k—1, 
en, MWEE FAT in} CHa, (8f 

(Хе-хе) +0, (Е(ДУҮк—Ук)]т—*0, K=1,+ tnt, 
RME, (Ar Ма = (Ang АМ) HORE), 
FURIE ECAY ај 0. RDA, REE D 有 (Xi 一 xDYsfn 
—0, H tak, JeX;—x;yY yf, 1-0 是 显然 的 ， M 1=k 时 ， 

QXi—- Ys YX k fm Ia) = (Xr Veg — Yes ) fms fw?) | 

—Y cabs Ex ab m — (Xk fm Y rajm 205 

JH XiYk— Y&X&z-0, PLA | 

(Xn MVE fn = (XY — VEX in + Ye RE XE fm 

.. (m—*°o) , 

OM TERT A= (k... k EO CA) DI `: ` 

(5) 由 定义 可 知 一 个 算 子 Berberian 扩张 后 的 实 部 等 于 其 X 
ЖЕЙУ Berberian PK, AECA = AD a” AW PRRNTER 
BA=CA,,-- AN BBET Berberian 扩张 。 

ALCOR з, WDF n ARRE, SERE n ATH Ху, 

WEAR (А, у) ES AND, WHER, 上 有 


a Ker( Aia h) (Ai —M)* (0), (3.2) 
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> 


IBAA X X Aca, MAZAX A, 因此 有 Ha, DH, A H; > 


ñ &—1 
Hy. Magn X я —Ker( 各 — А)" Ker( Åna №)” 和 n Ker 


DEI 


(Ai MAGAD P KerCAg МСА —^0*,. 所以 有 


(na n (“A KercAa —o* }+{0}„ MAH „ ANG EH 
化 Aig, Antel, n— 1, Bist CAI —0* aano (А-1 
Anni) anna) Жар SA, HIDE 92 $E СА №)* | данд = CCAI— 
AD aa. Ë= 1," 1. НАЧ ART (СА, А.)СА, — А,)* (2: 


“hs (Any А-1) (An-1—An-1)* | a) Ж ï B. qe =й, Кег 
(AiAi), M| fa (0), TERRI w 和 = 都 约 化 An Al Ang, FF 
且 (4 А) lone ERI, SAGX EB (Ag А, a, Ws 再 出 假设 
A] СА. А.) |, 奇异， 所 以 A KerCA;— ACA: — i )*3 (0); жй 
证 8j] T М=(М,„ A ESCA) 1 D,. в 之 ， SA = Que ahn) 
Єз(А)П Du。 这 时 有 v 
a КекА; А) (А: -- А)? (0), (3.35 
On =Кег(А„—Мм)*, Wl» 24h Аз, Ais, 1-1, U,h—l, 由 于 
(CA, А.) lalis [lAn А.) PE: Жж, Bx I ((A,;— 
À.) lgani (Aa. ia — Ani) Janas) 是 яр 5 的 。 An =, Кег 


(Аг М)" lanna), W m= {0}, H = AB As (A... BRIE 
(А.-А) la 是 奇异 的 ， Mü RR AF (Anas — №) [асна CA 
М) д) Ав 是 奇异 的 ， 因 涉及 的 都 是 重 交 换 亚 正常 算 子 , 因此 
n0 Has {0}, 所 以 存在 f= 0, fH Anga mAn) f= MAL 
Az)*f=0, i=l; mn la BEA E, Ar RU 为 (Re À,,--- ,ReAn_,) 
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和 Ке А, Е, ЖН ECA 5 An К, Е.А) 和 A, 
Peleo 2 一 1， 可 交换 ， 就 可 得 出 Dl (Аш - M0 f] 0. it dE 
证 得 了 Mh ESA ПРА. 

(D 由 于 4 的 联合 谱 是 联合 压缩 谱 〈 引 理 2.1)， 因 此 从 (3) 
和 和 (5) uri 0D. 

(6) 类 似 于 《6》 ， 可 用 归纳 法 证 明 ， 这 里 不 再 整 述 了 。 


$4 BRA URBC ERA, 


这 一 节 中 ， 我 们 首先 推广 定理 1.3 (Putnam), #& 后 给 出 一 
个 联合 列 解 式 的 增长 的 精确 估计 ， 

定理 4.1 设 T=(T,,…,Ts) ЖУЗЕ ИЕЛЕ Ж Ж-Н. Wi 
SPE H r= Cry ye hed) CSpCT*T) A Sp( TT"), j Ë =y) 
ESAT), di dz lere, k=l, n, | 

证 SERERA (г, a) ESp(T*T) 进 行 证 明 。 因 为 
T*T 是 交换 的 正常 算 子 组 ， 由 下定 理 1,3 nA roh, 
fa € Sal IT ,这 时 г |= iT, TIRE iT. Po 

UB uA Tx Kays, 而 且 对 于 极 分 解 Tr=UrlTrl， 有 
LESp(Uz) k= 1, na fE Cayley Wit Armita U D 
从 而 有 U= (Arti CÁ 71) 71k 1, n, & Q— On). 
其 中 Ок= ArtijTe , K=1, -, п, HEP CAs Ti] — [Te | Ак) = 
QUi—1) GT TT) t= (TTS 01) 71, BC О E RE d 
HEERST., HE H 2.8 ЖЕНЕ, D E TE u= (ш-на) 
CR, Аит Co,(Q), WREE E 了 Berberian 变 
de, MEE Јано, S Аъўаикј, Trif РЕ, 1, n, 

PEA, = (urti iuri, MAU 二 Bxf pkl, pn, 令 Zk 二 
ӨЛ, MEIR Z= (Zot pa) EOT) CSAT), H |Iz| o / Tr, 
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SET ОУЕН I F ELT (Ty, T, jg ECO 
Ж Кет) HRABE, 4 A=R\(~-2, 1), 
A= Ax... XA 

н 
ig T"— (Тү, TO Ен Ti =E (An) TE (An). i HL: EODH 
ET REER REM, tdk T= (Тү, Т), d HORE GM 
在 Hi 上 时 ,了 成 为 变换 的 正常 算 子 组 ， 这 时 定理 显然 是 成 立 的 ， 
BK M. S, (T*T) =S, (TT н.) LJSpCT*T|at) 58 R АЖ Rar = 
Gin) Sp(T*T|H1)。 据 定理 3,2, 34 Tm 限制 在 约 化 空间 
H, —EQMOH F WP, Ж 


STID CD, = Ix+iy,x+iyC Єз, x€ Аш}, 
ik 时 由 第 三 章 定 理 5.2 915,077) Ср, H Mk m AAT, Л 
ALE BES) BUE SE SR RR. 

BE к= (rira) CSp(T*T AL), 3$0-€0,-,0, Hui 
PUR. МИЧЕ О, HT WH E, TST, (Те) 
T* (m=), ЯМЕ ДИ {ЮРИ f, E AT rff 
00,5| SIATY - ri? | diste; soci roa Eh 
于 交换 正常 算 子 组 | T] 的 连续 ) ， 因 此 不 难 知 道 。 存 在 一 列 
tPCSp(|T™ |), ("REX 0, MHBim™r 550171), Віа (0, 
+ ,0), Bree t" € So Tin 12 ,由 上 节 讨 论 和 开头 的 证 明知 ， 存在 
ME SPF (T, tE [zn 一 全。 由 定理 3.3 和 第 三 章 定理 可 知 ，z"E 
SptT)。Sp(|TD) 是 C" FRR dy n T iz" z€ Sp(T), 显然 iz| = 
Mr. We. | 

推论 4.2 设 4=-(4A,,…,4o) 是 重 交 搞 的 亚 正 常 算 子 组 ， 则 
WHER Z= (Ze) cC, 有 
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inf (Cx AR zk) DE E =} e distG, S A»), 


证 (A-2(A-2" 是 交换 的 正常 算 子 组 ， 据 第 三 章 定 理 
3,5, Æ convS,((A—z)(A—z)*) -W(CA—2)Y0A —2)*), EROR 


int ( Az 11:21) 


mint {3 (Ara Arts M= }, 
BIB re ris 0) ESAD (ATD r-int( Xj An 
zorte 141), HERE EE 4.1, FETE M— 0,2) C Sp(A—2Z) p 
Bk =. r. BRA S(A-z)=S,(A)—z, 则 可 推出 


dnt( З Аъ zo fI, ПИ p> dist(z) Ss CAD, 

EI, B и= (ta ss" sia) E Sp AJ485845. dist] z, Sp(A)) = |2— 
wi, Ri (| I 
(i i Anan "(Ао л) 

0050 s Hist SCAD), ' 

对 每 一 个 单位 向 量 成立。 因此 得 到 相反 的 不 等 式 。 证 毕 。 

FEM 4.3 RASCA, Ag Hilbert 空间 H ERZEKE 
FA, AW AM HOCU Е Трес), ЗИП. 
BAMA), ХЕЗ СА) A ВАН. 

定理 4.4 ЖАСА, AN REGERSEIER ИГН, Др. 
ЖЕ t= (01,0020) ESCA), A 

— 

ICA — zy |= 1/dist(2z,So(A)), ~ 
证 HAESKA), АП pud 5,1 MA-z 可 道 。 由 于 АД. 
“2 | 


重奖 换 的 ， 容 易 计 算出 此 时 
ы сум 
(А 2) (А —z)* — Gic a)! СА A) fpD， 其 中 了 是 (1, 
«АРІ, ж, DIOS А 是 亚 正 常 的 ， 所 以 对 任意 了 有 
P AzA z= > (A;—zi (Ai—2i)*, 
BESA HTH, ж 
(2) 6-с ао у 
«( DA (At— zi) y » 
所 以 P 
СА —2) 7: 
x 一 - -1 
—sup|i 31 CÀi— А) ОСА A10 
f ox . ) | 


(Ао cata)" | 

=1/int {[ $ сА:—а0(А1—и) в.в), lel-1) 
- Mint { 21 Ai—29*e IP, 181—1). 

—1/ (distCz,$,(A)))* GERAD 。 EE, 


55 重 交换 亚 正常 算 子 组 的 
广义 记号 算 子 组 


对 于 重 交换 的 亚 正 常 算 子 组 А= (Аз, nA), ALL SLE A 
的 广义 记号 算 子 组 AS—(AT,--, AD), xm, K — (er Kn), 
©], i—1,2,-,n, Hh AERA: СААЗ, XB AT 
是 А WERT, i=], ha | 
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下 面 将 推广 定理 1.6, 

SLE 5.1 it9—(o,-,q0JX—£bmX. СЫП СО, + cop 
ЖГ 0» -F со) i ЛШ XEEE A), ASA AD WB 
FMEA, А—=Х,--Ү, WAS, 1—1,-.,n. dB 

т.020) = (To zar aTon(Z2)) 

SCR HEP HDs Xa thea ye), (r= x+y); 
т„(А)=(т„ (А), Ty (And) 
= (Хуф. lY) Xu fon (Yad), 
nA: p WER СЕ et ADE ERM) =l, t MA 
| 5$у(т„(А)уу=т„(5у(А)), 

证 用 归纳 法 ， 当 w=1 H}, BEAR [19] [7]。 设 对 于 

nn 一 1 KSAR, РИШЕ n ВЈ Sa 


ШЕ а= (zip Zn) ES (A), Bd IE, 3 (А:—ж)(Ак—)* Ae, 

用 Betberian 技巧 ， 可 不 妨 设 | 
П KerCAs-zo* = {0}, 《5.17 
记 = =Ker(A,—2n)*, WE = Ah Ai, An) WHR IE Yer 


HFAA- Adar Anil. AG DRAM Z = Gusta 
E Spl A) 。 再 据 归 纳 假 设 (T。， (21), ++›@а_1(@п-()) &€S (T. (Ay) s. 


r (Á... 从 而 有 

Sire Chez ts Ca 0*4 (An 0) (An zn)" 奇异 。 
再 由 Berberian 技巧 可 gt, П Kerr, (Az ze)” Ker As — zs)* 
S(O}, # n= 个 Kerre,(Ak 一 zz)*， 它 约 化 As， 重 复 上 面 讨论 
-TA È to СА аут. (An ав) "RA, IPT) 9C (AD). 
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反之 ， 若 (To (0105,76, 0) € Sp (Ty (Addy Te (Aad), 
“UREA AIA Berberian ЖЕЛШГЕ] (215 = za) € Sp( Ai, An) ШЕ 
tE, 

定理 5.2 БА (4,,…,4w) 为 重 交换 的 亚 正常 算 子 组 ， 
Ак (А, AD WIE UGSHTH, We PHAR: 

Sp(A) - LJS CAD ,K = (k= (К, ska), 
Osck;s1,0—1,--,5), 

证 Bos SAAD, {ЖЕРД ЖИ, 

BE 20) = (1,277) ET 7 —z(m— 00), Wa kee K, 
fi 20 ESAT), H КЖ КЕНГДИ КОО mk, (m>), Hi 
于 АК" ОЕ ИРЕН, MITER (5), E 


5 * zo E 
51А Z™ fall = m" 
Аш KAF —2i) | 
<< CAS — AF CAS” —z0 fall + O2; z7 | [->0 


(mi оо), 

BRESA, Во X. 

现 设 (0,…,0) ESA), WRT E 

AS =X ikrei tY re iX et bel, no 

AEG) - (CAT, ARC)), 
则 易 知 它 也 是 重 交换 的 亚 正常 算 子 组 。 由 引 理 5.1 知 ， 对 任意 国 
ЖЕН, EES АК (ту) =S A) Wl C0,,00 CSS (AED, — 
由 推论 4.2 0, XH EXC B CH, 有 


> CAE (т Idisto, Sp( A} ] 1], 
Sivoo, WS KAP* disto, SCA 17], B 
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(0,,0) € SCA), Jii ec SCA), 

”上 反之， 用 归纳 法 证 明 SCA) Co, 
n=l 时 成 立 (定理 1,6) . Fn- BRI Fee 
时 也 对 。: 35 (0,.…,0) Eo, 由 于 “是 闭 集 ， AEE y>0, 使 对 

ИК (kigu sKn), 都 有 O | | 


zuvor, ren. 


НФР A*=C(AT,--,AT) RIE, PRUE XR y0, FF E 
ATAT) нит S fey Hae (0), AA | As. AT! en, 
Aft, HR 


OS gate Zap, FEN 
ELI! | 2 
lAa PSAI f Єна 


[Аз] P2 FP, fen, 


KT АП OES AT aye ATT In. HBR ú AD, 
0С5,(А, uy, s Anila) MAW OES A e, Ant, Ах"), 
0=Кь<1, [HJ PË ШЕ киет ААБ) AMIE, 从 而 


存在 .>0, HOS АН e AUI lfl, 


同样 ， 存 在 (4143,.… An At) [ШЖ ЖИИ RE TAS Hyr 
约 化 An AT, NUR 


SIA m, Єна» 


= ГА 27 > HP, ТЄН, 
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|А" 252 171°, f€ Hus 


从 而 导出 0 ESC Anal eve 这 样 就 可 知 0 一 0， .0) ESCA) „ 
证 毕 。 


86 关于 次 正常 算 子 组 


关于 单个 次 正常 算 子 ， Halmos 有 一 个 著名 定理 ， 就 是 这 个 
FET RSE GLa SBE AMET OGRE FBS [122], кипе 
Pee, … | 

WE 6.1 Hilbert 2 A H АИР S= Gi + SO ОУ Ж 
RERE, SOE He SBR TERETA N= ОМ, - „№) 作用 在 
KOH LESS. 

显然 ， 次 正常 算 子 组 一 定 是 交换 的 算 子 组 ， BAK RAT 
组 ， 每 个 算 子 都 是 次 正常 ， 不 一 定 是 次 正常 算 子 组 。 —— 

例 6.2 HEIDE (eyn- 0,31,c2-1 的 可 分 Hilbert 
£r], ZMH EAS U, Ur Fs’ MEM 

17,6. =еһ 1, H nm, U;e.—0, п<0, | 

U;ea=0, 2 яп>0, LUaen 一 如 - 1,50, | 
WD U U,=U,U,=0, mí HS ЕНШЕ ES pL 
常 的 ) 。 WRU ТЕТЕ АН AEE BT GK, al U, U; tt 
基 次 正常 ,更 是 亚 正常 的 。 4 Q=U,+U2, foe+e_,,4it # TT 
Als 

«(2*0-— QO*)f, D2-1«0, етн, т 
存在 交换 的 公共 正常 扩张 。 I 

WES, ,So) 是 次 正常 算 子 组 , 则 类 似 于 单个 算 子 可 知 S 
弃 在 唯一 确定 在 等 距 同 构 意 义 下 ) ИЛМЕ ВЫЕ НН, FH 
Æ Halmos 结果 的 推广 。 i i 
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定理 #.3 设 S=(S;,-…,Sn) 是 吾 上 的 次 正 带 算 子 组 ， N= 
(Ni Nn EHE KOH 下 的 极 小 的 交换 正常 扩张 WA SN, 
K)cCS»S,H) 

E why 0 ESS, m 0€ S,(N,Ko, 或 等 价 的 ， 
0C S,GNJ,K), 这 里 | 六 | 一人 Ci [oro] Ма] 

30 ESS,H), 8 5) SH=H, SM E RC H, FE 


hi ha € H, кв з=н, 出 于 差 个 常数 ， 还 可 Be x 
«nt^. 
BREAN HREM EE, HSE, |z S&1/2n)H, W H 是 


NN 的 公共 约 化 子 空间 。 著 证 得 H. LH, WHEN RD 
知 ; 必 有 HH 一 {0}， 因 而 IN| 就 是 可 逆 的 。 
HS WICH, ACH, REE DSihi=h, 我 们 有 
Ор, DD, Sin Suh ap 
一 | EN; Ni Bi a] 
БУНЫ! 
XN ss, | 
li/ Gn? 51 Ihi, | 
SN/ Gn» n? CH thes, WD? 


sitse 1/247 n )? 
令 p->co， 就 得 到 人 如 ,下 一 0。 证 毕 。 
推论 6.4 S= (Si. ,sn) 是 次 正常 算 子 组 ， wg 


(1 (RS-a = (0). 


aE AM 
这 里 RS -AV AGRO; — MUI 48 5 
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TU 


证 ”可 由 定理 1。.3 与 第 三 章 定理 2,2 立即 推出 。 
Sp(S) MBE IL ЖЕНТ КЕ Ж u= (bs, ,un)， 有 | 


inf{ 3 juto 


sup| > Ie (Sf | 


*, It] =1 p> ine X ша, So(S) }, 


*, Mlle jesu 3 pata, 26569}. 


证 明 恩 路， 利用 交换 正常 算 子 组 的 谱 积分 表示 (参看 第 三 
章 ) ， 可 证 推论 6.5 对 交换 正常 算 子 组 是 成 立 的 。 然 后 利用 定理 
6,3 可 知 这 对 于 次 正常 的 算 于 组 也 是 成 立 的 。 
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第 五 章 ” 非 正常 算 子 组 的 函数 模型 
未 章 将 定义 重 交 换 亚 正常 算 子 弓 的 函数 模型 ， 并 用 话 数 模型 
TEMMAR, Putnam 不 等 式 和 指标 公式 。 


$1 HEN ТЕ ACE HL CUN 


p g= TENTI D3 Hilbert 空间 。 Là) 
SDBV(Q5SDRKER, ШЫН РМ LRT D 
DHARRA. эң 0 (Те, Bn) Ap TTX- xT, THAR 
ЕЕН ЫШ, 328 Borel у Ф, вету, m— (2. 
d0,-..d8. 为 T" 上 规范 的 Lebesgue HBF, ve He. Mpu—m 
Bt, SEL? (Q) OD пру RAW fH fa к. Deel >, m 
ык, € Юа, m raft ? dmi HA (0) =L*(T) 
@ 05H, (T)09-- GOD (T), B; 是 了 空间 H OOD ELN 
如 中 的 投影 ， 则 由 夏 道 行 [19] 4n 

(Ву) (е9) = 1 г [Кен биг э ds (ж) 

Ф u= mi xp’, FoR m 是 T Ей Lebesgue WE, Jf НУРУ ЛЕ 
为 691, 此 时 了 EL? (006 D WAT LI RAW De (6 ) eti, oh 


fk (pity = arcte "idm, RAV CEM B; NB 

(Ву) сей) Sine „ра BEE AT DI AIO; 

表示 (7T*)@D 上 的 乘法 算 子 (U0) (I) е0 n) fat na 
470 ё 


当 ORR ИЛЕТ" И.С РУ aT BUR ЖО, CO (e! 0669) 


“fe EL TIM D E5330, 

ТЕЖЕЛУ ER RT LP SL, 8 6 BEF 
ШЕ EES n METHAI EVI RES. 

SB 1,1 RENE TERET L(y AT RAE 


HAL Pte me? CT UR (e* н ит. j=1,2. Q E 


EU T0950 ARALATO ODD BH JUST 3: HUGO =ОШ; 
Pise. ШИ ЖЕЕ T 上 取 值 于 Di 到 De 的 一 臻 有 界 的 算 
子 值 的 可 测 函 数 @(.)， 且 满足 对 任意 eeET， C 

Ore? IR (еѓё)р, СЕ, (е!ғ)0,, [efe ПОП, 


(2720-0, #54 DD 二 Dz, R, Ru, O 是 正 算 子 时 ， 可 使 几乎 
处 处 的 ef! ,Qe ) 是 也 上 的 正 算 了 于， 而 8 为 投影 算 子 时 ，Q(ei*》 
为 投影 算 子 。 


引 理 1.2 HH,-R I O)OD)U-1, m QE H= ФН, 
Ж АВИТ, HHO SOU; j 一 1,…, n 可 以 交换 ， 则 存 
在 定义 于 T^ 上 取代 于 D; 到 Dj 的 一 致 有 界 算 子 值 可 测 函 数 Qi(*)， 


使 得 COP) (E89) QE meni Ce) SHER JE H RI, HHH 
OAEBTH, Aig Ое?) = (Qu Ce?» OR ATE SEPA BS GT UE a 
a 


证 i OSCO mms SU 36 жыр оңбу 0,01 对 — T k 
成 立 , 于 是 由 引 理 1.1 得 到 可 测 函 数 0). Q0 时 ,用 C19] 


HI 5|[38 4,4,0c220,k— 1, m; Tj Qu—0f B9), 其 中 Вг 是 
RQD@D) 到 人 Lo) 图 Pi) HERT. HIERA Bij 
= 71 E 


WRU By Вл, К=1,--,п, 于 是 得 到 可 测 正 算 子 值 函 数 
Qa(") 和 压缩 算 子 值 函 数 Bo), diii Qu On, By— Ej, T E= 
G= (Qu) ,其 中 Оше") = Que Bie IQEC). 

引 理 1.3 U—(Ui,--,U.) Jë Hilbert 空间 五 上 交换 的 西 算 
CQ Wwe Hilbert 空间 D, WES 0—(77,2.0, EENT 
[EE MRR ROC) H 到 RCL2(C0)@@D) 上 的 西 算 子 WwW， 使 得 

WUW-1—DU;,i—1,- n. 

31.4 QCORRIAQDGDOSJR;AGGD 的 一 
SAAS EH aM MEX, Жз О: (7°, g, pay k= 1,2, П 
ш, Ha 的 第 1 分量 是 Lebesgue WE, $ QB — BO, MO) 与 
ILE! Z53e 

证 不 妨 设 j=1,bt 一 HXWisk 二 1,2。 只 要 证 朋 对 任意 % C D, 
Q. Ü )a Ej 无 关 的 好 了 。 设 Оа = 3s (e 9) ейн, Beret = 
Celta a. ey, jh B.Qa-QBia— Qa,upAg k«0 时 ， fi 0, ZB 
Q(ae- i51) = Y ji Cel! eie 0*1, m BiQ(ae- i1) <OB Cae") —0, 
于 是 对 所 有 k>0,fs = 0. 3X FE Ga—f,(e # E eit 无 关 。 HEH, 

HDU EPEE TH, 其 中 Ui BRT, |THE 
IET. —1.,,.5.3B HS ij ay, U;U;=U U |T IT ITI 
Til, |T;]U; -U; Ti ТСТ, То) 是 强 重 可 交换 的 半 亚 
正常 算 子 组 。 

为 证 明 方便 起 见 ， 我 们 引进 一 些 术 语 。 设 H... H, 是 二 的 
子 空间 , 并 且 它 们 的 投影 算 子 Pie, Pe 是 两 两 可 以 交换 的 。N = 
{ergs En) [ej +l j=l; nho = T= ye ,ёһ) EN ig, = 


ЛН, ер= 1, Н}! Н), еј= —1Н], Bi’ =H}, As, 
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id Ni—(Gi,80]ej21), Ni = {Ce -,6]8;-7 1). 2 o= 
(&1, * ,£2),07 (01, 7,8, ) , Кај 时 ， ek = ety 而 g;= —='; ‚ЖО 
Ho 关于 了 对 称 。 

£E 1,5 T= (TITo) 一 【DiT Tr|》 赴 
Hilbert 空间 互 上 的 算 子 组 ， 则 了 工 是 重 交换 的 半 亚 正常 算 子 组 的 
УНА Е. 


(1) TERE H ЮАН ФН. Hilbert SN H=@H. 以 


AHAH 上 的 丁 算 子 WW=@W。, 其 中 H, =, (1200,9 @D,), 
Q,-—((T^,,Hn,), BOEN E, п, 的 第 i 分量 是 Lebesgue 测度 。 
C) FE D. 上 的 一 致 有 界 的 算 子 人 的 可 测 函 数 e?()， 且 
当 g EN ас) 20,0 € NTOGSS DEBE at( >) e? iX ETE D, 
OD, (o ңа” 3 W PRO 上 前 一 致 育 界 的 竺 子 值 的 可 测 函 数 
8700,H340 C Ni(k2c DJ, 8706) 5 e** 5536, Bid aj(0— 
Фа (+), BG) BT (+), R= ORC) AW PH UR. 


RC + ails) ај RC), (5,1) 
RE BC) =P + RCo), (5.2) 
ае Jarl) =ke ale), (5,3) 
BiC BC) = BCH)BsC), (5.4) 
i Bele) —BeCOa 00, (Кеј) (5.5) 
a*)m0, В )220, (5.6) 


4 400 „ч ~ = 
WTW «T; —U;(a;B;aj Bp ,j —1,*-,n, (5.7) 
证 必要 性 。 设 工 是 重 交换 的 并 亚 正 常 算 子 组 。 邻 Hi= 


[T; Ut" gdm lars of, GH BIN FF 191— Ж IB; ,{# 25 f g€ ( IT;l. 
一 |T; HB, 
ТЭСТ T 25, GT) Til 385 = (Bf, n, 
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E H LEIE В;-0, E POS B; WR, [Ti] -BjP, j= 
l,,n. Bik P B; — ВР}, Tix ст, |, 由 于 [Tiles IT; ЖЖ 
Tel. Ty |C ae DL? 这 样 B; 与 Be 也 交换 ,而 |Tj| ;一 1Ti|[- 
STs, T-a, P; Ej Pr 是 它们 值 域 的 投影 ， 丙 此 Pj 与 Pk 
也 交 痪 。 这 样 于 ;| 与 1 交换 ， 工 = (Pase TO RS AE nap. 
亚 正 常 算 子 组 。 . | 

ATI. 8 [5 P380, Dj Ti З T Q;= |T;| 一 
UTI Ut WE XUt'QUI = Pj, Ut! QUI - Tl, BT CP) BRE 
пи, ЖЮН B= @н, 

SEHR O —(£1, 7,82) EN 设 其 中 m ej +1, REA 
Aa E= fz = =£m =], Emo = Erm — 1, 
| HUP Шм, U, ДЕН LPR, HIA 1.3 F # H' = 
E LBD, 其 中 Of =(T"-", Bn), udin . 

бу, BUE HSH MEAT 5, 使 SUL GS Uia, 

5107,87? =й о, Om ise Um 在 H, ERS Umie ‚О ` 
换 ， 于 是 由 引 理 1.1， 存 在 Ок +),У +), SQ =O}, SUS- 
=V; j=1, m . 

& 0.= (Tn, P s р.), Boman Xe’, DSD, W, E H. 到 | 
150.79, VERBI, 2ҢхЄН, MiB Ух=х(+),. 

W X= 50i UO .OF Vit Vix, 
由 于 | 
АЕ 


= DO. OP 
КЕС ЛЕЛИ, 
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= SOF ойшы ит 

= CUT Et UE EMO ye Ol ite UE" x, Xy 

= (SUP QU) CUE "QU")x x) 

=(P Pax) 

= 1, 

+ HOW.IXCLu0)00D., HW, AX Se ee у, 其 中 第 五 个 等 = 


N = | А N 
жнт. SUT OU) pR ik UC БОТ, OU, PEU 
Фалотун) (us: "o, 
Ui"), ifj QUI UO. QnU UL UL EAS, El 
ii BUE OCT LUT Фила) SUS OnE"), 
# х,у ЄН, im, WA 
(BW Lx Wy» 
. ^ DOS PESE > 
РЫ: Qi eO V, Virx), 
НОСНА? 
=< >! UP UR "ОФ" уу 


= (QU Qi) c X vro) 
(Eur "oui" )s,y» 
=‹Р | T) Рых, y> 
=¿|T:|x,y>, 
EW. IT; WIS =B; SIRE jum, }:>т 不 同情 况 dE 
可 得 到 WU —U,W,x, X TE W.H, Uso le, m 的 约 化 
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子 空间 。 由 引 理 1.1, FERRER TAM Me К (0, Br 
Wohe =R(L*(0,@D,) oH ~R (LY BD,), 


分 别 作出 24H, 后 (可 能 有 某 些 oH, ={6}), SH=@H., 


W-—GQW.,RC)-GR,C),D-QD., Hi W E H ЮН ЕЩ 
T, ASAR O 是 满足 的 。 

НЕМО Ф 0, ITs]. — IT 5 Ue k=, vn ART 
ж, HB FR, ÆT – 1731. 的 约 化 子 空间 。 贝 引 理 1.1 A 
атс) 是 也。 上 正 算 子 值 的 可 测 函 数 ,使 WUT, — IT |e. W 
Re) oR C) 2100, RHH (о 与 ov 
AFIO DITA- 的 约 化 子 空间 ， 于 是 同样 也 有 正 算 子 值 的 可 
WKB’ (+), E УСТУ] ловно) М: 83, WHE (CO Ф 
ReCO SBF 0) (ROR) = (+) LH Кај hj, 
Tilas Tila -IT ABS LT I. [Tels — [Ts] FER RIL 
处 处 的 en ,等 号 (5.1) 一 (5.6) 成 立 。 而 当 p € N; BE, [Ti] [T7] - 
E H, ES 0, Mall) 50, 4 См Кај, h F [T|,—IT;[- 
HIT. Ж, W WIT (Woe A, 上 为 Bt， 于 是 由 引 再 1.4， 
ao) A e 3X, REGENT, BORS et XX, FES 
fe (2) 也 满足。 

ATT = (T4, — [Tj OTE Tet IT OFT 
(5,7) HL Ў. A 7 

充分 性 ”由 于 Qi 一 Ф He, G€ NIN, Ho 的 第 j 分 


EE Lebesgue MF, TE eto paet eit i, Beet aret) 与 
60313, Bar) = Xo (el pete, B itay =з Ces) 
ett-041, 经 计算 可 得 
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ONC) —a Cayce") meet faic (el) "dm tei? iy > 
HOP RAAT, Cpe ебат cito, 


MIP RBA. HO а) Pao, БТ T; 是 半 亚 正常 算 
子 。 叉 由 于 条 件 D TIT = Bài +B; t |T| а В, а 
+B BRI, TYE TH Т, TORRE EDEMA + 
а, TEM, | 


为 作出 重 交 换 的 亚 正常 算 子 组 的 函数 模型 ， 我 们 考虑 五 一 
RPG D), HPQ=(A, Bab), ASA Xe X AU ЖФА; 
o(ReTi),J= 1, ,n, 24 HB 的 第 分 量 是 Lebesgue 测度 时 ， 定义 下 
LHAT P; X= {Xia Xa) € A, | 


li 1 T7 XL ,7 Sig tty Nn) А 
(Р) (x) = Ша d; F. eie dsj, 


HELMS, OGD OO xf 00, Em 1, na 
定理 1,6 ET —(T,, 5, Te) = (Xi +iYi, ey Xa tin) 是 
Hilbert 空间 Н LARTA, Bb T ЕЛЕЙ SE TE ЗЕ AE 8 H 36 
分 且 必 要 条 性 是 
(D E H АЛМ Н = ФН, fl Hilbert е H = cH, , 以 


RHBHEMBAT W-oW. Em H, =R, XO.) @D,), 
2,=(A,Basts)s FCN} BF, p, 的 第 i 分 量 是 Lebesgue 测度 。 
(2) FE D. В ЕВУ НОЯ ЧАНГ аў), 
Ho €N;itfat (+) 0,0 CNt (kde DIM a1 ( +) ix; 无 关 , 存 在 D。 
OD. 与 (e 与 co 关于 对称 ) E—B8058 3T BJ RT WR 数 
BC+), В GENIS) Bf, Bt CO Ex XX, Weds) = 
Gat CB CO) GB COSRCOS ФК, (+), р= QD, NM 下 列 各 式 
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FRU: 


R( ai +) =a RO) =a + (6.1) 
ROB") = BORGO BG) (6,2) 
а}( #)акС =) ==акС *)ауС»), | (8.3) 
BOBO = Be BC), (6.4) 
аз *)Вкб = Aras), Ck) (6.5) 
а 22» 0,B; C 0270, (6,6) 
И — M Pant ^ч . 
At WTyW- =х:+і (a; P; apt Bp j=l, Hha (6,7) 


HE RARE PER U;— (X;H-D(X;— 007 J —1, n, НА 
d Yami, m>, FE A=(UYi, ,U.Y:2J35 B A AU EE 
BATA. OX) =A, AHA X Ans > p J A BT" 内 的 映 
Ble 9 Озу xo (EL, жЕ) dim 1.548, H = 
QH,,H E) H' RAS W PAG. ~ (5.8 0; (49,8) (CO, 
fol noi H, =R OOD), JE (A, BOE He 


BE) =, 40,— (A dn), ЖФ. Б) 
кесай, - Ranen i- QR MRH Wu 
озан Sj И ЖТ. 
&а+)=@'(ф(+ 5 ак: “=f; c >), 581403), {Bi} IE 6.1) 
—(6.6), (Е W=Wiw’, W УОТ" = G Di, TUE 
WxjW- =, b-l,e.g BRE petet "a 形式 的 向 量 可 知 
Bg—WPNCu, FABA WW ca Pa) s 1, н, 
《6.7) 随 之 亦 成 立 。 | 

必要 性 gp HEXTGOD-i| foo dm Gay, mmu 


. T8 + 


T? T,—T;T* =; Dj 4) 20. XL iB (6,1-6,6) PJAT S(T, з, 


Т») ЖЕ RY, 


$2 Mosiac 函数 


ЖШТ ЕУ ИТАН Ж, Жип п x LAE GER И-ТИН 
Mosiac BAT, 
定理 2 „1 设 T-—O,;,--, T,)—CX,--iY;,--., X,-+IY,) Æ 
Hilbert 空间 H 上 重 交 换 的 亚 正常 算 子 组 ， 且 取 定 理 1.6 的 函数 
BRUNE, Д] 
CD BA 20 元 的 有 界 算 子 值 的 可 测 画 数 BOX y), (x= (xi, 
3。 它 的 支 集 是 紧 的 ， 而且 0О<В(х,уу 1 


对 任意 2; LAN sit Late sity 
TE na aco (В) 727a (x) =f | Buy) dy, 


Р] 


я (yj—2;) 


(2) 着 记 了 一 (CY,…,Y 了 wn)， 则 对 S; (Y》 上 的 任 一 有 界 的 连 
[poB y насх) [exin oo 4а x) Воб 
kent? (x) }dkea(x), | 
其 中 т=[0,1]жх.+—. x[0,1j,dk —dk,---dks, a(x) =A (x) aux), 
证 o ”由夏 道 行 [19] 前 方法 知 ,存在 Bi(xiy),0=<B;(x,y)=<ç I, E 
得 


«o bajo (Bix) =z) a (a (Pay, 
Yi £j 
IT GOLEO NEO BO Wil, ТАЕ 20900 ауу ы; 
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[89a УЕП] AEB, АРБА Л.Р RBRABBU Y; yk, BX YP Ej Br, 
эж) 可 交换 。 4> Bix, y) = Biix,yi- 
几乎 处 处 成 立 ， 并 且 满 足 《1.1) ， 


В(х,у) ay n |20204 
noram yi— Zj yi 


Balx Ys) WlOszB(x,y) I 


= П Cat) | 0809) hg? Ge) z^ 
dkjas(x)) 

обо) Tt (Bj) +e (x) 207 
"dkatcx), 


“vem, НЕҢ D oY pe TA, Taylor 
[113] 的 公式 得 


eee 


В(х,у) 
zri 44) INE ML [gen 394% 


еу" “|, СОЛЕ: П (80) + kya} GO — 25) dadk 


а(х) 
=atx) faha) TÉ100,0,8/ O00 Kai) Ках), 
Me Ae PE EE Sk ER, WD ANM Фе, oe — Boke eT 
V. FES 
SEOB ydy aco СВ, at Cx) es BOO + 
Кал (x) Mka(x), 
两 边 取 极 限 即 可 得 到 0,2) „Е, 
Bex, 3048 EHE С" 中 前 EXE, 24 2=(21,--- mn EC, z= 
. ga + 


xj-tiy;, Ws B(z)—B(x,)),]1D(T) —ess. suppB(*,*) —(z, 
不 存在 2=х іу KR G. dE Bz) GE G.R JU E ABA 0). 3€ 
TLEER DCT CST), ИЖЕР, ШУМ wT 
ЖЫ, BEATING. 

引 理 2.2 Ut (M;CO) 2 d 0 E— SCR FH E TE A Pie BT 
Шр, ALR BES EA MiM) =Мк(х)Мух)„ WIE E 
Tu M= (MM) 满足 等 式 | 

dist (z, Sg(M) )=ess. inf(z, сму). 

为 证 DCT) CST, ARIA Le Т, FH, on, Ж 
完全 非 正常 的 ， 即 无 非 {0} 约 化 子 空间 ， 使 其 限制 在 这 一 子 空间 
上 是 正常 算 子 。 因 为 若 有 某 Tj 不 是 完全 非 正常 的 ， 我 们 曙 构造 
出 非 10} 的 工 的 公共 欧 化 子 空间 ， 了 在 此 子 空 间 上 必 有 Б(х,у) = 
0， 此 不 影响 DCT) CSp(T) 的 成 立 。 我 们 称 这 样 的 算 子 组 为 完全 
非 正 常 的 。 | 

以 下 的 定理 是 在 完全 非 正 常 的 条 件 下 ， 简 化 定理 1.6 уга 

"Hum, 
定理 2.3 设 人 T=(T,,'… ,Ts) BERN зе ЧЕТЕ ВОЗА ЧЕ 


正常 算 子 组 ， 风 必 有 了 二 RCL2(8)@D) ,其 中 0 - (C, m), Н 
到 瑟 上 的 西 算 子 W， 可 测算 子 值 疯 数 aj(，),B(*)， 满 足 $ 1 定理 
1.57P89C5.1) ~ GO OBR, Hapi ORAE Z; H IH et! 
Xde, (IR WTW- DG BIG + Boi =1,+=,л„ (8.1) 

证 在 完全 非 正常 的 条 件 下 ,定理 1,5 中 出 现 的 如 部 是 Leb- 
esgue 测度 。 这 可 用 归纳 法 证 明 。 | | 

Жо = C1, +++ 51) MAER SEP n, BEST At u, 25 Lebes- 
gue WA, EIS {En En) PAK Pej др — 1, EL HE g, 为 Lebes- 
gue fil BE, 设 = (вз, end ЕЁ--14]- ej 25 -- lo {ho =M +y y 
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v, 集中 在 Lebesgue PR Fe Б, 4 Him {f f CH, HY e ЄР, Б}, 
fo 0) RE Hise(0). Ж dies —1, ЙН, Be T, BS 
HETZE, BET €H 上 是 正常 的 。 事 实 上 ,车 0 一 (一 sp 
En) MTA, CAD, fe payee; H—1, Hen Ft Lebe 
sgu 测度 ， 于 是 Т.Н.СН,, MENGA Ti |н, UB EER, Ж 
HT. 的 完全 非 正 常 性 矛盾 的 。 

ЊТ 6: Lebesgue WME, + =T", g, my, R (s)= 
BR), D=0D, Ву RMD) 上 有 意义 , 且 《3.1) 式 成 
立 。 

T— ETS, - 

定理 2.4 #Т=(Т,,--,Т„) 是 重 交换 的 亚 正常 算 子 组 ， 而 
且 是 完全 非 正常 的 ， 则 必 有 所 = 六 (LO)@D) ,其 中 0=(4, 2, 
m), AA X X An, Ajmo (RET) HB) HEBREW, TNA 
THÉ ER Ha ACIE S1 58981,6 (6.1) ~ C6. OAR, HA 
arle) BC, (kj), m hb oj H LES TN » 使 WTW = 
MIT (P; aj Áp i=l he 

现在 我 们 可 以 证 明 以 下 定理 。 

定理 2. 5 设 T= (Ty, “+ s Та) 是 重 交换 的 亚 正 常 算 FH, 
五 CT) 是 了 工 的 Mosiac gx A ЕС, Mp DT) cS), B24 T 
是 完全 非 正 常 时 ，DCT) 一 So(T)， 

证 只 须 证 明了 是 完全 非 正 常 的 情况 。 由 第 四 章 定理 5.2, 
只 要 证 明 D(T)= L Sgt Th, 其 中 T* 一 TY-… Ti), WE іу? = 
《 бут отха HIVE E ( Ј8ЪСТ) 有 e>0, 使 infdisttx? + iy", 
LSp(TR)) 二 0>>0。 这 样 对 任意 = Cer, Ka) € P, dist (x° +i, 
5,(T*))>6, BST REM 2.4 函数 模型 的 形式 时 候 ，T* 二 (Xi 十 
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^. Pa Fa A as 
kala? +i) p> Xe tikala? 十 Bx))。 由 引 理 2,2， 对 任意 了 ED 和 几 
BE bbb x, 
хс +i, TIN, 


因此 当 |x — cid, 
Sho Bi) kat tx) )уА 
> Xt ey TH |x—x IAP 


Oa. 
>p... 
Ë G= (x+ty, Iy-»1« 5 xot | ce) Mite tr C GI, 


Do By) —kei GO) ATI, BU CG; G0 一 
Кю! (x2)- '|< > 。 这 样 当 yESp(Y) 时 ， x > P |i У; 1% BE 
Sr(Y? 上 的 有 界 连续 函数 ， 由 《2.2》 式 


B(x,y) 
fane yt 


aco | aor 80) Бак) акак), 
这 样 当 x+iveG В, 


Б(х,у) ll 
be -»m |: 


- leo [aas 800 —®а} ta akate) l 


<M- 3, 


其 中 M-=supila(x)|[*. 
BG ={y 17—212), miattew rep, 
(Bix vt, Ë d BOX, yf, р 
| JS уз]? ~ at dy = H. БИГ ЕЛЕ 20, 


FEM ILF SESE r, ВОх,у)ј= 0, 

HF DAWA, Fak G HE 去 一 个 Lebesgue "E 3 外 ， 
B(x,y)=0, БАЛП X ci» EDT), BI D(T)CS pT), 

我 们 再 来 证 明 S2 (T) CD(T), 

Sx" eD(O), WHR 2220, fH |x- <e, I»—»il 


«eB, Boy) 0, {а Di={x, [2—3] «p, 2С, 


zz, 且 |Rez 一 | <E), EE М, оо, 88 


_ Bo») | 
Ууз zit". <м.,. 


(айр Da 
E 
| aco [calet en -800 z dka <M, 
3t ka (X) tA 的 谱 测 度 为 Бух, Кр), Fe BEDS 
F(x,k,w) A G[2, 2€ €", [Rez у°| <<}, im G3 JE 2n i£ 
实 空间 的 子 集 ，dz 2n 维 空间 上 的 Lebesgue 测度 ， 则 对 每 个 
CD, 


f. f. 4, _04Е Сида (х)1,а(х) 0) ака MN, 
P>] 


HoR N ў G BJ Lebesgue WE. 
Hha EER КШ. WA Ерс", E mceCPS E, y= 0, 
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T kc E» 时 ， 


dC Pw) a(x) fo atx) fo) д 
| 2 иу z]? TE. 


ign, - v, I» ct). [| 1 w € DBT, 


j ¿u dz оо 

«Х| z|? ° 

因此 ,对 测 E EFS, aGODEBI— HERE, FCD) 
а(х) 20, IE F(x,k,w)fE D, PWR. Wax) =Fix,k), 
J| £Cx) BAAR TAH ОА К, Н. а(х)&(х) = 60200 = 
0, REREH Ecx)=0, W А,(х)=а:(х)-+@,(х)Ё(х)„ BAK) 


x0, ах) у AG, AA ART WALT EH. ЭЁ 
BT. АН БЕ, ЖУТ ЗЕЕ НРО, A 
Ho А(х) =0„ FAIA APE By eB BY EO) —0,3X ak € 
D, XE ht, 

D,(1Sp(kiai (x) + Bil) get ‚Кал Сх) E Bn( 2) =ф, | | 
特别 地 有 HELIST FED MOS), MHRA 
КӨЕ, Tü ЕЗЕТ RNSS NL DD 8079 = 
Ly CO AERE Ең DCE, SD CT) 一 | б», Ж Oa 


| 开 集 , 于 是 对 每 个 FE PST) CGn FEST C Ga DO, 
eee 车 工 是 完全 非 正常 的 亚 正常 算 子 组 ，zE Sa(T) , 则 
MER 020, Sp(T)(1{w,|w—z] <) 的 Lebesgue 测度 大 于 0, 

证 明 ESTN (wiwi <2} EW 0, We D(T) 的 定 
3.40 BOx,yME z ФНЛ SP kk Ak, 4p 26S$)(T) = DT) AG 
3. 


Ы BS * 


推论 2.7 若是 完全 非 正常 的 亚 正常 算 子 组 ， 则 Sp《T》 不 
可 能 含有 实 纺 数 低 于 2» 的 暴露 面 , 即 不 存在 zEC" 的 邻 域 0,(z) ， 
使 90.(20Sz(T) 的 几何 维 数 低 于 2, 

推论 2.8 车 了 是 重 交换 的 亚 正常 算 子 组 ， 且 m (S)(T))= 
0, 则 五 = © 可 ,可 是 的 的 化 于 空间 ,而 T; 限制 在 H; 是 正常 的 。 

定理 2.9 设 T 是 重 交 换 的 亚 正常 算 子 组 ， 则 
тло «Gyr», 


ERITH Tj] STAT) TIT tf 1, n 
证 ”不妨 设 工 是 完全 非 正常 的 ， 且 取 函 数 模 型 的 形式 。 合 是 


Z4 1 ІХ 
HEGRE, (ip co-l[reoas, WIT, ro 1a] 878, 


j=l Pade Шан ERS он, IR GIG TCT, 


Lille Z 


т ч ut “ н 
TA=(4) taAa- yaaa aPN AF co 


=a Сакан рат, HAER H 
CHL ET? Tite, fa) 
Sahay 
即 可 。 以 下 证 明 与 夏 道行 [19] 相同 ， 略 去 。 
同样 可 以 定义 闪 亚 正常 算 子 组 的 Mosia BH B (r, е9), д. 
而 导出 相应 的 Putnam 不 等 式 等 定理 。 由 于 篇 幅 所 限 ， 结 论 和 证 
明 都 路 去 。 


ўз Principal 函数 和 迹 公式 


本 节 我 们 将 定义 亚 正常 算 子 组 的 Principal 函数 ， 并 导出 Ж 
* 86 = 


公式 。 

定义 3.1 设 B(x,y),B(r,ei?) 分 别 是 亚 正常 算 子 组 和 半 亚 正 
常 算 子 组 的 Mosiac px, iE X. gx, y) =tr,B(x,y), g*r e) == 
tt BCr, e^) 2 BID GE ЖЕЗГЕ BJ RUOTE TE AE M Princi pa! 
Ж, 

PELE ЛИ. 

命题 3.2 若 重 交换 的 亚 正常 算 子 组 T 与 5 ESti HA T 
BHU, HRU*TjU-S;,,j—1,-,n, W|gr(x,y)= gs(x,y), 

HILT T КТ, ЖПК T 是 联合 近似 正常 的 。 

命题 3.3 若 T 了 是 重 交 挠 的 亚 正 常 算 子 组 ， 且 是 联合 近似 下 
a, MAER N= {Aion Aa) „t= (Hi, "n sita), REER Aj, Wits 
有 一 二 sit, 则 有 

tr IL [OX A, (Yje) “I= 


了 一 1 


GL L — __ g(x, y)axdy, 

oni П (xj —À»* H Ou» 

证 由 于 В(х,у)2=0, 1Ң . 
ZXBOn y)er ek) 


gíx,») dy 


z z dy 
E (ур k)? Hu (yj—B;Y 


BEE? ee p BOD) 
TE ik) AL i-e 
其 中 {er}?-; 是 也 上 的 完备 就 范 直 交 系 。 I 
HFH [19], 
tr, [BON ay 
TE Coss)? 


= >| dy, 


« OF e 


= its noo TI (BO Куа! (x) — n) ta GOdk 
= [trae G0 TI (BA) a? (x) — n) ta GOdk 
Jtr TE (Bix) ак) — Bj) tat) 


П 080) + а? Ge) — у) ак 


а ы 


==. п (LOB jC) + Weyer? (x) uj) Pa (x) (B(x) а (x) — 
ууа 
= trp П Сб Вб) аб 0027! — Q4 Bi“), 
ju Y;2 (1j —Yj) ^, Tj- Xi EY j,j1, n8] F = (Ту, e, 
n А D Da 
Ti) TERRA RIERA, HH T; =x; +iaj Pj o; B; 其 中 
ai = (Gj—Bj—aj* — Q4— 8075, 


» 1Yf 1 1 
TAE (zi) Ix» пуу py OOD 


=f! Yit 1 aq 
B zi) fee co тоу 0): 
iFM, ИНИ 
CIE EKA, зво, 


— 1 
Па my 


DO ,aG) f Gr)? dxdy 


ра 0х) fx) aua 
= |j bad 
ul П (Q xi) | 


| ° 
1 


= 88 = 


ara Q 是 满足 <Qf, D» | [з LOO ax | 的 正 算 子 ， 经 


计算 可 得 tQ= [ius 


x» х 
BORE  trHL(X;—x07.Qu- Y iy" t] 
=( r) tro 
= (sa) fje Ка xpi 4% 


-(3) Е в(х,у)Чуйх„ TER, 
RER Ai (yi Hy)? 


32 3.4 车 TT 是 联合 近似 正常 的 ， 则 对 任意 二 元 多 项 式 
Pl,O1, Pr 人 ny IL EPGG,Y),00G,Y 03 EXE RT, +В. 


tr Ir [P;,0;14x 5j Jacobi 行列 式 J( P, , Qi, Pn, On) 有 关 而 与 


X5, Y j 的 乘法 顺序 无 关 。 | 

证 为 简便 起 见 ， 只 证 n=2 的 情况 。 第 一 个 结论 是 容易 验 
HER. ЖБ ЕГХТҮ,ХҮ!1=ХГҮ,Х ДҮ! +XICX1, YNY? 
WIXLYDIAIEDDXQYUXIXoYTe УЕА, Yl 


Yr PELXIY KEV SAP D, XY?]EGEMIXGY:] 
[X,,Y; JM: JÉ 3:2 8 , 18 3k Hp RADY Y XY PCA 2 MEY IT 
是 迹 类 算 子 。 
要 证 明 迹 与 以 法 的 顺序 无 关 ， 只 须 证 明 当 P= ХТҮї, Р, 
XTTUYGGYI Bp, EPQ] EL P;,Q;] —t1C P, ,0 (P2024, 
trLX2Y 1,00 (X Y1) ]E P2 X25 Үз) „Оз, Y221 
-U[XT 'YXiY; Qi] P;,Qi]bUürXQ; [X ,Y JY: 5,01 


= 89 « 


*EP2,Q1] 
=tr[ P:,0, 1L P. ,Qs 1, 

当 固 定 P2.Q@. К, (Pi Qtr [P,,Q, 1L P2,0:2] W R TH š$ 
Е, Р НИЖЕГ ЈН, tr P Q EP, Q JAE ICP, QDR. 
同样 在 固定 P.QiEBR, SRP. QDR. TEARI P 
QP QDR, Ш, 

定理 3.5 了 一 (T::…,Ts) 是 重 交 换 的 亚 正常 算 子 组 ， 且 还 是 
联 台 近似 正常 的 ， 则 对 任何 二 元 多 项 式 Pi Qis P. Qa, 


{т ПІР, oa- (GL prono Pe Oey dady, 
TE НЕ 3,3, ЖА (À s ka) B= On, nue. 充分 天，， 
pu ' 
(zat) BY) мау 
I Og A) Gy A) 
=tr Пары Y 7*1 
=tr IL G7 Y ^!  -X07* Gi Y D X,Y e 
WBE JF a FEE REM 
tX, Y ge px, Y". 
- (a) pases me oic ydedy ES. 
还 可 以 把 定理 3.5 BS реу — ри, CUR). 
FECT R*5 ‚х= (X gre Xn) у yt Ун) 5 yn 
t= (sto s fono [enm t | s)dtds 是 f mu ЕЛЕ 工 一 


(X, 4 iY,,-,X. 4 iY 是 各 交换 的 亚 正 常 算 子 组 ， Ex X= (X,, 
ae Xn) E RE, Ey 是 Y-((O,;,--,Y2 的 谱 测度 ， 定义 
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{(X,Y у= [eren Kaw dxdy, 
Hora tX =t Xi Ht Xat ttn, SY sY +e +50 л» 
证 eX et HRB MIE, HE TL Less, e] {ШЕ 


Jr. PER EO XB RS, mp Н АТ re, РАН S 
FE 3.515 


tr H [eit ; X ; gis Y ; , giu Xie ;Y у^] 
i=l 
1 M . ， ‚у - 
=( u) [retineo gett ixi ei" i¥idg(x,y)dxdy, 
RFE te СХ, Dg; XS Y) 
" ; ; А N Aes 
一 让 | TI [е Хе ех неу РТТ f; g; dxdy 
Prk pot 
-(4 [premens Өз 8 nel ate )g( x ууй 
2тї >o? ` , 
. „мум ' 
* 1I f; g; dxdy 
1 {з . и: aT 
= (LY | tei tune e gi абв ох, y)dxdy 
-( 1 y J f . " i? üxd x 
= P (fisEis* Tn Bn (XY) Fo 证 毕 。 


定理 3.7 T=(U [T |, Uni Tel) 是 重 交 换 的 半 亚 正常 E 
TU. 124 fig CCR, 


tr IT (f; C(T3|,0), вот, U;51 
- (sh) ns TITRES P sgg reit drdd, 


此 题 的 证 明 与 亚 正 常 算 子 组 证 明和 相仿 ， 故 略 去 。 


pl», 


$4 指标 


ACY POAT HE TE НН Be He YU TE WB uj PIE 3 АЈ 
学 亚 正 常 算 子 组 ， 并 且 证 明 二 者 的 Principal 函数 是 一 致 的 。 从 
而 证 明了 在 Fredholm 点 上 的 Principal pg 8 EAST £H ВУ 38 
标 。 为 此 还 需要 以 下 的 扩张 定理 。 

引 理 4.1 USU, Ug) ЖЕН ЕАК НЕГ, 


BJA Hilbert аркон, K bem RTO =, 0a) 
EME К, = l,e n Pal DI |4 =U... UE, dip 
Ку0 时 ， Ul =U, kiz0BpUUS-UV, 

引 理 4.2 THT, TOLER ЛЕТЕ ERECTA, T= 
Ui|Tj| 是 极 分 解放 是 口 的 西 扩张 , 则 |Ti| 可 延 折 为 k 上 的 正 算 子 
[Ту] P= (BIT), CID k E EAE T 
AA, HPa( THT ГУРА) |ju=T*T;—T;jT*,j=1,: ,n, 

以 上 引 弄 证 明 与 单个 算 子 类 似 ， 只 要 令 定 一 Tj@0 就 可 。 

定理 4.8 T-T, T) 是 重 交换 的 亚 正常 算 子 组 ， 休 二 


(人 ，…, 人 多 ) 是 由 引 理 4.2 得 到 的 重 交换 的 半 亚 正常 算 子 组 ， 若 x 十 
dy— Gn ly, Xn iya) = Guel?t, e rue) = (геї?) иие хуу 
=g} Cre! * )JLSPEREAERR Yr. 
证 为 简便 起 见 ， 只 证 m= 23 的 情况 。 
H PO 是 二 元 多 项 式 ， 由 和 定理 З.Б, 
Рух, iY,,X? Y 1),0,G IY X? Y DIEPIQG 4H iY;, 
Xi +Y), QX: iY, X} 十 了 >J 


-GL) [‹Р‹,О,,Рз,Озэв(х,у)йхйу 


4 92 = 


=( 1 yf O(P QO; P. Q, | 0(0,,7,6,,1) 
25i 0(0,,r,,0, rs) 6X1, 1535 у) 
 gCrei* pr r,drd6 , 
m P, —XuY,.0, =X 1Y", P= XY, Q,—X93Y' MU X Ex, 


z 
= (1) | билу, + simi) (1534 -Agta HSM rp som th st 


apati thm, tat leitu) oi iz p rel drdd, 

由 于 TITO (Xi +Y1))(TIT, - (X Y1» BRAS GF 
号 | 理 3.4 一 样 可 以 证 明月 TIT TST, (CERE Xt Y 5,X2 Y PEZ 
E 

EPX, iY, X1 EY, Q (X, —iY,, XI EY DD] P, (X, + 

iY,,X1 -Y10,0,0X, —iY?,, X1 c Y3)] 
—ULPC, TIT) ,0(Qf, TT) IPT, TIT), 
Q TITI 


P da Pb м км Pn mo „м 
=te LPO (Ti) T UF, [T1] 2 EP, (CU, TI, 
I 1.0 QT, Ot, [Fp I. 
Ru muemmWpPEEIETESET IBBU)XEZUAS СЕЗТ), Е 


__ 1 : PPQ Pa Qa) P ig 
=( 2л yy 940, ,r,,0; r4) 8 (re? paras 


| . 
-(3) Jasna, d sq) Crus; E nutu HSM jeri utam tud 
pt timaiin-igiCno528,0i05753 0, Pdrd8, 
手 是 对 任意 的 非 负 整数 mis; n t; —1,2, 
fons, +m ti HSR hos Rat; HSM) pata t2m ts nt 


Prats Fini 15,1 gi (1,7 5,3 8 sei (0,75, 82 g — gr drdd — 0, 
Mb t= 0 18 
* 93 ej 


foem rat sim fete- $3) 8 ,pitt,-2,) "0g — g? dédr =, 


H 1551912552 EHER HEA 
g(x,y) =e? (re?) JL3P Ab REI SE, TE 
命题 4.4 Ф Т=(Т,, Ut s Ta) ЖЕ RK P YE AT 组 ， T 
是 联合 近似 正常 的 ，fj €C3(L0,00)) 41,7 mg? 是 了 的 Pri- 
nciple gg Xy, ШЇ 
"(П Cf T*#T 3) — ў, (TiTt))) = LY (a d. gP (rei? )dOdr ,. 
证 Sf laco f Poe rimo - 
— = „м, „м 7S м К — I 
FCT iTS) £BU;TTTUS-T;^, MOSES Яа P, UOTTTOUe 
РО), РСС: О, o» ESU ATT Ota iT, 
这 样 
tr ТТ TITY ATTY) 
е Lau. Ln A JO 
—U Jg GATTO — Us THT UY) 
te TPT GS бу PT» 
1 үр df; i 
= (=) [п BE e #уйгйд„ 证 毕 。 
引 理 4.5 = T 如 定理 3.5, 0c S, (T), 网 存在 emo, [EE 
任意 Hh {1 a" ,R)—-11, * } „Et Dg, e] ЕК СФ ,2] = 0, 其 中 E; 
X TIT HRM, EtA TT: 的 谱 测 度 。 
证 E T E Fredholm AFH, HHR f, SIT (Dt) д. 
Fredholm 算 子 【第 一 章 Š 6 推论 6.5) , fH DAM 形式 的 算 子 是 


Fredholm 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 某 e 之 0， 使 IL Fi(0,] 一 0, 其 中 


JA d 


TE АЖА) 的 谱 测 度 。 证 毕 。 
引 理 4.f Tpm 3.5, EI 


IndT —tr [> сре TT EOD) |, 
L 7=1 
证 由 第 一 党 86 推论 6.5 
IndT = 570 1** У) dim ]kerT9)] 
EIk 
=tr [zc Drei sco, E. 
定理 4,.7 了 可 定理 3.5, Z= (215°, Za) COLT), Д) g(x,y) 
—-Ind(T—Z)JLoRAbhkgEGr, Ж ИН z=(z.,+ zn Cx bing, 
X iyn) o x+ iy, 
证 RHE z=(0,-+, 0), 
由 引 理 4.5， 存 在 >0, П BY! 0,e7=0, 
PE А (А, ee And E (0,8) % = x(0,7], 032>0,632>0,ј=1, 


uH. 
Wei F: Б Ж. f; GO —1, x<; its, f; (х) = 

М j— А 

TM OGRE LS, Й) m0, A77, ] 1, n 


由 于 IT BY (О, = 0, BOR ECT Pf OY S fL B 
(APY) ВО, ЖЕ ИР TOTO) = 
ПОО толтуру, 

"te IE ОТТ — fT Tt) 

Ste Сатр — CT) 

=Y eve ar feae! T 
at i=l 


* 95 x, 


一 ( -并 - ume [rn "1l eres 
( 2л yf cas U ggg 0767090, 


+ 6;.85->0, WERF T -y ferreta, 


BAAM t П (ГТО) — f; (TH 一 trIT CGE£0,51— 
E*L[0,2 7D — IndT) , 3x FE3J JL3E- Ab AERE A= (Ay, US ka) [А е, 
БРО) = IndT EAEE, 

推论 4.8 T 如 定理 2,5, ZEC", # ER BRE ECCO 
几乎 处 处 为 常数 ， 必 有 z CSS CT), 特别 地 有 BASAT) 5р, (T). 


$5 联合 谱 与 公共 约 化 子 空间 


根据 算 子 谱 来 寻找 算 子 的 不 变 子 空间 或 约 化 子 空间 是 算 子 谱 : 
论 中 的 一 种 方法 。 对 于 算 子 组 来 说 ， 我 们 证 明了 以 下 的 定理 。 

定理 5.1 设 T=(T,,*…,Ts) 是 重 交 换 的 亚 正 常 算 子 组 ， 若 
Sp (T) 8STO x ^ XSp(Ta)， 则 工 必 有 公共 的 约 化 子 空间 ， 或 
次 说 车 工 不 可 约 ， 则 必 有 Sp(T) =S) x + x Sp(T rh), 

证 显然 可 以 不 妨 设 了 是 完全 非 正常 的 ， 于 是 T 可 以 到 定 
理 2,.3 之 形式 。 7 

假设 ST) ST) x x Sp Ta) o 于 是 有 x1 iy! СОСТ), 
j=l, n {A X -tiy =x iyaa Хо іу) ESp(T)=D(T), 
REFE e> 0, 使 xace [у y| ce Bj, В(х,у) 二 0。 如 同 
定理 2.5 的 后 一 部 分 证 表 一 样 得 到 alilia) —0, 但 
ECx) E(x En Xn), Eo =F xi, kp , ЭНЕ MAH, 
туш 0, Җор a(x) хода), ШЇ хо, E G, PERM, G, 
如 定理 2.5。 | 


Жр, ае 0, NE TH ETERNA EE SER WT a, s 
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S м 


T, 的 约 化 子 空 间 。 则 由 T 的 不 可 约 竹 得 到 H, =H, Н а, tae 
о. A, the, 0,354. Tas h On = 0, — BUE 
Чы as 0. 

这 样 我 们 可 假定 8 二 0。 但 此 时 必 有 人 多 二 0, 理 则 在 加 HH 上 ， 
TGH ARERR, STEERER. HOR 
APRA JLPAERER (01-5, yt) 55 уо Que GO 
HBC), REA VIG с (aj (x) 十 Bj(x)) 的 距离 大 于 6/4, 

这 样 对 固定 的 天 一 (joy…sko)， 有 六 eot text 


“н yi 5j o (ka (x) 十 有 ix 的 距离 大 于 2/4。 我 们 来 还 明 对 


某 固定 J, SUBIT S EC I, 使 得 任意 КСЕ, уу, 与 9 (gi CX) 十 
BUX) BRAT 2/4, НЕМ ЕВА xj ,十 区 ?与 


оС xj +i(kj a; + AMERRE #/4, АЙ x), + iy, Co (Ti), 
事实 上 ， 若 对 每 个 六 都 有 某 开 集 ViCD НАКСУ, э; 与 


r (kya? +В) ЕЕ 2/4, REV —VaxcexXVaERDIEI js 
Ji y! 5 aljat FRA e/4, TRUE SE 16 ЖИ P 
i. SREY, 

推论 5.2 ÉTQOae,To Ee MA WERT 2H, 并 
且 羡 CT?,Ti] 是 紧 算 子 ， 则 存在 分 解 

H=K: K:n e OK OH HGe 使 得 

(1) fg Hj; 约 化 Ty 

(2) ТЕ; 是 正常 的 ， J=1, у, 


a 07 « 


(3) T|H; 是 不 可 的 的 ， 
(4) ST) = LJSs THHS) 


if ас, Hà x x oT Ho ) 
证 明 GET. T. 了 生成 的 C* 代数 为 C*(T),J=C*(T) fY 
кон) ҳр KOD 是 妥 上 的 紧 算 子 理想 。 由 条 件 卫 LT?,TH] 7， 


这 样 Span JH] ECT AHE FE L UH] =H., ЩН, £345 T, 
Im II CTs Tila JE TE ГТ},Т ICIH Н, ICT? e, 
Т}|н,1=0, 这 样 H, 可 以 分 解 为 HKO K, WE K; E 
T 的 约 化 子 空间 ， 而 且 TiK ERR, j=l, mna 

H C” 代数 理论 《如 [84]) , Hi—H,GHiG- ,使 每 个 Hr 都 


约 化 J, В.в КОНЬ), ЯҢ He~span(K (Hy) Ax) = SpanJ Hr 
ТЈ СТ) WH, AMM AT. Bae, Clm 是 出 
CT | n, n, Talm) 生成 的 C de Be, XXE HI KO) =н, 又 得 到 
CT la Os |n; = КОН, ШЙ T |n Bg BI C" 代数 就 是 
ІН), АЛИ T | x, J&R н[# B. - 


由 定理 5.1 和 重 交换 的 性 质 得 到 Sp CT |) Ua ) 


= аа) х xo(T [52 TE. 
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第 六 章 ” 算 子 张 量 积 的 联合 谱 、 
联合 本 质谱 和 指标 


算 子 张 量 积 的 联合 说 是 联合 谱 中 的 重要 内 容 。 我 们 将 在 本 章 
中 导出 在 各 种 条 件 下 算 子 张 量 积 的 联合 庙 、 联 合 本 质谱 和 指标 公 
式 。 | | 


$1 Banach 空间 上 算 子 的 张 量 积 


我 们 在 第 一 章 中 已 对 Banach 空间 的 张 量 积 有 了 定 x CHS 
—X $10.45 ACLOX),BCL(OY), SS A 5j B SE RERAGOE 
Ў. САФВ)(хб)у) = АхбӧВу, Н xcX,ycY, AF xy 形式 
的 向 量 的 线性 和 在 XOY PR, ADB LE HH A XOY 上 。 
我 们 有 以 下 引 理 。 

81 Æ 1,1. SE ACLOX),BCL(YO, M A@BEL(X@Y), E 
ПАВ! = ПАША, ЖЕН XOY 中 范 数 由 第 一 章 〈1,1) BM. 

证 ИнЄХбФҮ, HJ . 

11<46В)ы|] 
= inf Ух CA В)ун = Ух: ун} 
«int ( P] Awil[|Bv:l su = Уну) 
жс] Ав], 

РА AGO В] SAB 

反之 ， 对 任意 60, ЮхХЄХ,УЄҮ .I[x|-—iv|[-1, {E 

[Ax AI —5, [|Ву]|;>|[Н| -e FE 

PADB Ay] = [Ах ® Ву] = || Ах]|||Ву] 

z»([Ai| =e 0181—22, 


» 59 = 


Ai ASB > || АВ, f&AGBI-HAIIBI. EE. 
为 证 明 张 量 各 的 联合 谱 ， 我 们 还 需要 以 下 引 理 。 


引 理 1.2 XE X RHAIN, Y EX HM TE 


M. Y EZ XMM, усх, MA, X/Y -X/Y Ji X/Y 
BX WRAL, 

Wu X/Y 5 X -Y/Y 是 等 距 同 构 。 

&х,Х——>»Х+Ү/Ү,х—>х+Ү, келү, 于 是 可 
学 出 一 局 构 л,Х/ү——>»Х+Ү/Ү, х+Ү-—>х+Ү, 

WE Y3£ ҮШ, B 


[х+ ll =int{||x+yllave¥} 
z- inf(|x-4-yllsy € Y) — [lx Y |]. 


EX/Y 5 X +Y /Y EE SS BRRR 
H X +Y/Y#E X/Y «pl, Y= X/Y, 
引 理 1.3 b X,X',Y 都 是 Banach 28], ACL(X,XO, Wi 


RFE mM, HopARTuCOUGDOGY),, #F yE Х®Ү, w 
fRCAGDv—u, Bu] |ы], hu 


Ker (AGI) =KerAQY = KetAGDY , 

E {ЕН ЕЛА, X@Y/KerAQ@Y—>X’ QY, 3 [uJ € 
XGY/Ker AQY ,(А@ гид САШ, iP Ker(AQD ПХ 
Y -KerAQY , IN AGI Æ XQY/KerAGY LEME, хис 
(AQD(XQY) FEVE XY , EADY = (AOD vu, ||| > 
ту >т], MAGI YEXQY/KerASY 上 下 有 和 界 ， 由 此 可 得 
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AGHEXGY/ReAQY КЕ» НЗ 1,2, A@I # X @ Y/ 
KerAQY 上 下 有 界 ， 因 面 有 KenAGDCKerAQY, KerAGY c 
Ker(AQD ФЕ, Ait Ker CAD =KerAQY, 

定理 1.4 YX VY 是 Janach 28], A=(A.,-+,An) EX E 
WEP A, Ar-AmDICLOXQY) A= (As Aa), 

S.A, XGY) -Sy(A,X), 

证 ВЕРХ), (АЎ) А SHE Koszul BIB, UE А BIE 

Шу. I 


dot Al data) 458—144) 


0—-+Е (Хә) ETUR) e EQ (X) —— ERO ——9 3,1 
正 合 。 
由 于 Y BRAS, BEAREN 
0——-Ei (X) ey OVS! Es OD @Y—— —B1_, ODY 
an 210075 ENE @Y¥——+0 (3,25 
正 合 。 
要 证 
o— E100 y POS, gro Sy es ET (X) BY 
LATS pi CX GY —0 (3.3) 


正 合 。 

HT dp (AD QICES ORY ) =4р(А)ЕТ(Х) ӘҮ =—Ketdy, CA} 
您 7Y。 由 命题 1.3， 若 证 得 存在 m>0, HIE u C Imad, (AY Y ,有 
ш СЕЗУ, dr AQDW =u, [ш muli, BLAH Bl 


Ker(ds, CAMS) =Ketdp, (ASQY, 又 因为 In(d, (ARDY с 

Imd,CA) @Ү YEAHH, 1. 3Im( d CAY ODA. Im(d, (A)) Y 

Jelmd,(A)QY ЕН, АЛ Im(dp(A)@N =m A) @Y = 
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Ketdy,, (A) BY =Ker(d, (A QD, MAE UALS, Ej 
We (3.3) TEA, 
BE, HH p,0wpun, FE mL 0, EX FE @ u = Imd, Q 
Y, u^ € E;C(QO CY, Eb AO GOD = u, [lul = meu lle 
q p=0 Pj, Hd (A) 是 下 有 界 的 ， Fim >o, hee 
ERCK) dA) x[[zmjlwll, Н (3.2) BIE GS HEMT d, CADO 在 
Е}(Х)@Ү EAM, HER u CEMX)@Y 
[cds CA» G | Ca) f= ine LS will [за A 9D — Ум: 
== inf { {ФС A): || Lyi [su = Оху) 
т Dix ун = Seyi} 
= mg |н |, | 
БЕ Ка, (A Du тьш |, 
H (8.1 ҖЕ EG 


9— Е (Хул, (A) t) BT (XK). ET) 0 (3,4) 


TEA. ЖШ dL CA) SE LO di CA) (c ImdáQ CA)) =d CA), 
根据 以 上 对 (4) ЕН, Ste pucimd, CA) @Y= 
Таа АУ, ТРЕЕ Еи” ) C (ЕХ) /Imd (A) QY ,使 
44А) 6D fw 1—u,ulzmlEu 1]. 
рати 3] 
== тіп? (ху Ie 1 31x36») 
=m sS Ех 11171-6 
=m Sint х: + zil; z: C Id, CA) flys] -ó 
=m 0:16) 121—8 
=m læ + zi] (Vil! (єт 550), 


46 Ti б< Le? SIE yi, TERC E ile? V/A Soil +) 
45-0 (Аъ) Оу СЕ (ХОУ, Bat Du,l= Sx] yi 
+ 102 * 


[u^ 3, ig, is == Du = Cw’ 1 J! «АЛЕН 

lampas l- Cm ps] ró) 2 mila |— icu" WS lo 
W (di CAD Dus (40А) GDW 1-9, lic d CA) OT B Rf ffl] 
MEM ER. 


反复 使 用 这 个 方法 ， 可 得 对 所 有 p. WAI 都 具有 我 们 所 
党 要 的 性 质 。 从 而 (3.3) EA 


EZ, AER, HH aK a BB EE BE, fat dp(A) =dp( A) DI, 
TH (3,3) JES, ME (3.15 AES 


由 于 Ker(d;( A) Гу —=Im(4,_,@ I) = Imds., (AY c Ker 


dy (A) Y CKer (d (A Р), E I; Ket (dp(A)@QD =Kerd (A). @ 
Y,0xpxn—1,Z: EB, Imd,( A) Kerdi (APR, АЯТЕ 
Bj Imax(A) 闭 。 | 

当 p=0 P, d(A@I FAR, 对 х®уЄ Х@Ү, [d (A) 
(x= СА) x|| 1 [22 [1 Bede CAD xz mix, Bi 
AOTAN, Imd,(A) = Кета, CA) fF SRR, 


AE? (X)/Imd (CA) — ET (X), [u] diCA)u, 
AARAA, Imd; (CA) =й CA), ЕЕ Im d, CA) BJ, 
3$ d.C AY FIR, WEE (Cu. 1) CE OO /Imd, (A), Cu] 
=1, CA] di Au 0, M fo € (Bi (C) /Imd Ау)“, 
$us = fale) = 1,30 f, € ma, C25, If] Mad lo 
IER gCY*, SEX fae (EX) SY /Imd (A@Y)*, 
| св) LUD) = (helu), Ги1Є (Е: CODY Лай, CA) SY), 
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3 »€Y,lvli-1, ЖЕЄҮ*,в(у) =1. Пь@у1ЄЕ(Х›ДӘҮ 
/Imd,( A}® AfsQgtLusQy1) = fe (ite) =1„ BET lfe Р 
= [lel lel lel, EARE, ££ egy Hp (3.9 
IEBAUDSIT4 A. Ed UD, E: GO GY /md, CA) 
YE} (XOY fiip di (A281 ЩИ ii LA 
d (AQ LuaQ@y)) =4, (A )urQy—>0, #8, 

因此 di(4) 的 信 域 是 闭 的 。 

利用 局 样 的 方法 可 证 ， 对 p22,d4CA) AR, Be (3.0 
Eg, A EM, | 

到 此 为 下， 我 们 证 明了 Sp( A,X@Y)—S,(A,X), 

以 下 我 们 假定 X4i-1,2,-,, W BL Banach 5з [8], X= 
XD OX, TELA, i=1,- ATi STI G1 
i-i, n P= (T, Т). 

定理 1.4 Т, Tink, Bl 

Sp (T,X) =5,(Тү,Хү) X. X 5у(Та,Хь)„ 

证 TE A= (Ñi sss ha) € SIT) x ++ xSiT, ШЕМ E 
S.T, TAH RH 1.3, MES CTO RARE EM CSS 
章 定理 4.5) y MITA KES, CD, 

BZ, BHC, A9 ES CD, RIED AIK, 使 
GM ESTO. ТРАН ЕТЕ, n=1 А WI WE 
的 。 因 此 我 们 假定 定理 在 n 一 1 BEER, ЗЕН A= (0,--,0). 

先 证 有 某 k， 使 Te 满 射 。 

车 对 每 个 kTs 不 满 射 ， 则 必 有 OPER, evU|-i:, we 
Tip —0, (m—co,k—1,2,--n), OF PLP RQ Ge cxt, H 
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lon ы], Терс, 45 (0,0) ESAT) = Sp THF 

不 妨 T, BEM, 3 T, RELH, PExCKerT, xi0, HH 
HB T = (TQ =O STOe OX, FO AER, 
于 是 必 有 某 p, 使 得 Ker d,/Im dj, (0), ri (5) & T ubt 边 
FR FE = ESA AS; , € Kerd,, 4 x@ = SIX, i 
SpA- ASi, MJ do (xQE) = (F, x8) QE+xQGE—0, HFT E E 
шау, 因此 必 有 geez. (X), 使 Ду == х@Ё „ 

但 х@& PRETE 5, FERES TaS, H San, 取 
ge X* p(x) =l, 于 是 

E= PRID BN (x C9 A) 

= (PQQ QI) (TiS. t e TSA 

= (QIQ -QD (GT, + HGTOg 

= (Т5, to +T.S,) (RIQ: OD 

=dy POIR 00), 
此 与 SEE Im dp., B, MAT, ERINLAN, MOSS CT. UE 
毕 。 

以 下 我 们 将 导出 Banach 空间 上 算 子 张 量 积 的 联 各 本 质谱 公 
式 。 我 们 还 需要 以 下 引 理 。 

引 理 1,5 设 TEL(X,Y)， 则 dim Ker T= cont ImT 不 闭 的 
充 要 条 件 是 存在 有 界 但 非 全 有 界 前 作弄 {xoj， 合 Tx 0, 

证 若 dim KerT= co， 可 取 Ker T 中 性 一 有 界 但 非 全 有 办 
йй {хы}, Tx. =0, X dim KerT<eo， 而 ImT Жр, UM 
BX WAFSR, [E M Kerr=X, PRTM=TXAM, UCET 
在 м LE RTSH, Rix} M, |z, | —1,Tx,—0, bu {x 必然 
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不 是 全 有 界 的 ， 因 为 否则 必 有 Xeixo TÆ Tx.—limTx,,—-0, 
XQCKerT(M-(0. 5x [-1mx,,[—123-8,. 

BARELSA RM RAM {x}, fü Tx.0, W dimKerT« co, 
М, Р 是 M 的 平行 投影 。 则 {Px} 避 不 是 全 有 界 的 。 事 实 上 
由 于 (1 一 Pyx, EKerT ,从 而 1(1 一 P)x,} 是 全 有 界 的 。 若 {Px 也. 
BAR, DRX Hea. XO TPx.— Tx.—0, THM EM 
St RPP AMG TX =TM 不 是 闭 的 。 证 毕 。 

引 理 1.6 TCL(X), T Ẹ Fredholm #7, ИШ Ке (Т) = 
KerT QY ,Im(TD —ImTQY, 

证 由 假定 dim Кет < оо, Wi M fn5]151,5,M L KerT —X,. 
由 引 理 1 只 人 须 证 明 TO ХЕ MCOY Ek F RS. DA Ker(T691) 


—KerT@yY, ETEM 上 的 于 界 为 д„ 
# = 559», 则 


(TSF {йш s Уш = DVT xy} 
- int аЬ a= ED} 
nf alib) Eabh $06») 
-e|fl. 
3—JjW, оТ ҮСТ) сют ү 是 显然 的 , MTO 
Ig MOY 上 是 下 有 办 的 ， 故 等 号 成 立 。 证 毕 。 
定理 1.7 Т, Таян 1.4， 则 


S,,CT,X) = ULT X X Spe (T X e X ST.) 


£T, 都 是 Fredholm арф, IndT— (— 1)-:][IndT; 
fe. 


证 (1) ЖЛЕ A= yy ha) ESSO „Ш dei. Ti — 
А; Ay, 或 对 每 个 т-м 都 是 Fredholm AT. ^g 设 A= (0, 
Уб), 
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EEA Ts 都 不 可 道 ,我 们 假定 TT,,… ,Tr 不 是 单 射 ， 而 Tx. , 
c, T, PHH A ERES OSS) 

(а) 对 每 个 i>k，ImTi 必然 是 闭 的 。 否 则 不 妨 假定 Deu 
ЙН mT: 是 闭 的 ，i 二 1,… ,sy И Tiros SRS IMT. „ә ЖШ 
HSL TE Xn HEE AEEA ARAIN)’, 
2, t IRT Tx, 54:27 一 0, 0m 00) Jt xi € Keri, [xi] — 1,51, 
=O Ky xe CIMT 4,7, к, | m 1,4 m1, n Sed wa==x; 62. Gs 
21C9-- 0925 Wi] (wala. PAF MA We}, HE {Wa Sra ^c 
A Srs + imd, р E1 (X) /Imd,., ep cti Ri BE QU RR. 

事实 上 ， 必 有 O0D0GUFAMI), HB dist(zt, sPan(z?,--, 
27-1) ) 220, T8 NB 820, Az zi EHER zc 
4ist(z,span(z,,--,zf)) «8/2. 2715, AR, span(G,,-, 
2) 2270 BUE. TOES GT) E ded Me- 网 ,与 {z?} 不 是 金 
有 界 的 相 矛 盾 。 亲 此 我 们 可 以 不 妨 设 {2?} 就 是 满足 上 述 条 件 的 子 
Шр 

f£ m” <т, 设 xt €x", ixti =1, x(x} =], = 1, yk, Tit 
xt. EMP, XE (nu) -di- dist(xi,i, ImTr.i), Wix*,, 在 

тг: EAS, Slps СХТ, Jz*]|=1,z*(z"y= 
dist(27 ,span(z, ,.-.,2, .)):29, Wiz tztspen(z,,--,277)—0, & 
一 XE， Hx" l| — 1. Hx 

Indy, Cc (Xf rs Am Asia fus € FUE Tj X), 

于 是 | 
| Cm М ве А, en A Sk. + Imds_,|f 
Sinfi [Wm — wn Pkg ly + + Pig atts ] € Xi, i, i01, 7,5], 


Ел Lund 
但 是 Wa Wm 十 IF ey to + Tr sts] 


= 2 
zex* (Wn m Wear TT, 141 Tee TT, 143) 
Pb, -d sO, 
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FR Um Ska A б A Sr. s Inds. B SA ЖН FL 


ig E: (X) /Imd,., 到 Imd: Ез f-rImd,.,—d,f yd. 0 
dim Kerd—dim Kerd;/Imd; ,«co,Imd--Imd; SA, 4H 是 ， 


уык A i Лз омо a) 20, (m—>co), ESIE 1,5 #8. 

(b) АЛУ >k, BA dim KerT;< co Н mT: BI, BWR 
Hite dim KerT.=co 或 пат, Й). WO ERA ARI {Zn}, 
48 Tizm 0, H xr i € ImTk,;, t= 1, +, n—s,xi € KerTi, |x;l|= 
1, 2=i=k, d Wr = z, XQ OX, WH ta) 的 方法 也 可 使 


(waska A = Дз, ай, JERR PISTE d (Wasi A AS. + 
Imds.:}->0, АЙП ЕРЛШ 

(с) Xj SET К, іх тат: co, р ll] PH Ж dimX ,/ImT, 
= со, {АС Х,, (0 Т.) REG 3 x; C Xi, [xi] —1, 
і, Bowes A Sk. A n AS, + lids} fE Kerd;,,/Tmnd; 中 线性 无 . 
X, Wa dim(Kerd,,, /Imd:) Соо). 

(d) Жї АК<<т, Mig dimX;/KerT;i< co, BMA 
妨 设 AMX, „ать, =o, ЦА"), dit ("IMT rs} 8 
HELK, ВХ х KerT;,i—1,.-e,k,x.,,,]721mT,,;,,2«ixn—E, we 
= х(@ GOxsGOx CO Xk. 02 Qa, 网 (mses А + iads} 
fr Kerds/Imds_, PRICK, WRAP. 

Ж FET: 都 是 Fredholm 算 子 。 

(2) BRE Ti — 都 是 Fredholm 算 子 时 , 必 有 入 ESp, D)e 
仍 可 不 妨 设 和 一 40，…，0)。 

WM: Ж Xi 中 前 闭 子 空间 ，Mi 二 KerTi =X, NE X; rB Bg 
55 |8], Тат; j N  =X;, 记 Kerli 和 和 入; LRA TOREA 
P; 和 Oi,t=1,+-,n, id aa a 

НР (У A е Asis shin te EQ Q Pn PRX), Ж 
i, Uc gig} = {1, Ut SAN, Ut ste} 
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К? {УЙ psi A ASipsfi 4 G Q Су (CN )X),. 

显然 HPLKP=EY(X), 

SRB p ERuEH) Kerdo[|K?cCYmd, , Wily H*c Kerd?, 
Н H?üImd.,—(0), Ж # Кегӣ, N КР ой, АЙ Imd,., 


EBH, WH Kerd)/Imd,~H? 是 有 限 维 的 ， 即 0€ S,, (1), 

用 归纳 法 证 明 Kerd П КРС аай, 

n=1 显然 成 立 。 假 定 4 一 1 时 是 对 询 ， 我 们 来 证 7 也 对 。 记 
E,— Mf issu A eA розе 一 i}, E= EONAR r 
РАА А-а) ААС е jah — 1}, NE ЛЕ EER (Xy 


=E, pE, 之 下 ， 
d; 
d, (s » ), 
T.S, dp, 


obl Too Н, 
HAEL), f= >i Si A AS, CEUX), i Af 
BA Sie drSn/N tt ASiso 
#4 х@ (y As.) € Кега, N КР, 其 中 x € E, Rd, (хф Лз, p= 


0,4 Y — X, OKerT ,, T, = T.T Oluri FX, -2&9 
Y, B T= (T OIO GI, —, 1@-- ӘТ. ох Б 
Al, gd 是 了 导出 的 边界 算 子 ， Kz 是 相应 的 Ke 空间 。 由 于 KerT， 
AH RER, T. 8 Y Ei Fredholm 算 子 ， 并 直接 验证 知 
Р, хЄК? Kerd;, th JN Brit, TEE CETT ОХ), М oP x, 
38 ХлХ, GN. T. T, Oy X= XX... 
QZ, WRB ВСЕХ, fid, 1 a= Q.y, IR gis By BUE EECX)- 
中 的 向 量 , 且 d? fa? frdp-1g—d?-4g, 于 是 OO Л5.)) = 
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P xO(Q.yAS. 
„^ч M "ms 
Hg 1.5, TéxphcETIiOO,HEB8 T.h—O.y HP,h—h, 


困 aP DU- )0QAS) = ONE (CT P, + 
& T. As 0,8 T. di, = ds T. T. æO -POX EH 9k, 
HIP, х-+@-+в = 0, BM dcc 193890) = CC 9d, , 
h@ (Tes, Л (рей) = (1 P Ox9-Q0yAs. XH du (f Gg 
Лз. +С 1? G0) =P.x@ CO. As.) (4 — POx9 0р) 
Аз. AXDI AS, 于 是 Kerdp 1 K* —- Indy, TREE ~ 

(3) 易 知 要 证 (3,1) 式 成 立 就 是 要 证 入 ESp,(T) 的 充分 且 
DERE FAI i。Ti 一 可 逆 或 对 每 个 i,T1 一 和 是 Fredholm 
OF, натерана, ай, WTEM, EA EST), 


Bi COO. (2) A (3,1) Hor. 
当 五 都 是 Fredholm 算 子 时 ， 由 《2) ， 


Kerd,/Imd; ,z- H?, AE 
Ind? = > (—1)*-?*1dimKerd,/Imdp_, 
LEE 
— A (— 1)7?*idimH? 
一 《一 1 )73) > gimN;,- -dimN ;,dimKerT;,««dimKerT;, 
-9 Pio) 


一 《一 1 "71! IL (dimKerT;— dimN;) 


—(—1) П IngT;, 证 毕 。 


$2 Hilbert 空间 上 算 子 的 张 量 积 
在 Hilbert 空间 上 ， 算 子 张 一 积 的 联合 谱 ， 联 合 本 质谱 和 指 
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标 较 Banach 空间 上 的 情况 ， 有 比较 好 的 缚 洒 。 
设 А (Anm ADA B= (rn BS) БУЗ Hilbert 空间 Н 
T 五 上 藤 变 换算 子 组 。 jiAQI (A001, ADD, Вв UD 
c OBa) it В -(B;,- Bg )),A,B,B (ASI, 18B), (4 


81, IDEO 的 边界 算 子 分 别 为 (DAs {Ce host, 
(въуз, 00,) 2217 。 同时 为 方便 起 兄 ， 把 边界 算 子 帮 M Hilbert 
空间 直 和 上 的 算 子 。 а(н"). GG" 0) t+ 
(Cen a amoo = 6 aic ewe 
c О, (жу 

Жер EO ки BS, (£)-o. 


51982,1 A,B, {Di (Gi) CH) f E, ж Е 
(1) DiGI.(-15PSo, 4 
|" 1) 


D.S I ( -isISG: 
| 4-0 тч С 
m D, 8I 
(2) HIH; tHe, Hi = ONE GDÍDi + Di i1DT. QE IG 


itb-k 


Н, = 


(GIG AGG aa ` (1.2) 

Ж OD 对 mt 归纳 证 明 

т=1 Bf, 

Dio {~ Dr diag(I®B,) 
m=| 。 DQ |. 

HFG =B, diag (IG2B,) =G), Жр д ЗН I HE 
RET, StHwy» Hoc” 上 恒 等 算 子 。 这 样 (2.1》 成 
立 。 

设 机 一 1 时 (2, 起 成立 。 则 

elll. 


! 


: 18-tq 

""DGIpe«I-) grea 

"gÜSIPOIS T=) 
. *98pt1-) 
“дїр (тә 
Ieq : 
"I DO fru. at T7 M : 
598 f-CE-) etg i 
us "Se"Ka-) rea i 
“aP i 
"girpSpnatT-) i 


fO pe -) 


“айшт@т,(т-) "o8pna(-). үт® 


MH ada iene HII 
Фен), | 
“оёга-) Іта 


Іза 
Pet "UNT 


E 


601-0 Bq 


| кн o 
OTB) t a I 
"H 
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DLSSRHARANAERU RSA Sma, ЖЧТ 
7 可 以 居 表 不 同 空 间 上 的 昼 等 算 子 。 
(2) HER Сс. HERI 
21582.2 ШАСІ(Н),ВСІ(К),А:>0,В2>0, Й] 
(1) Ker(A@I+ IB) - KerAC)KerB, 
(22 AQI+IQB H Fredholm 算 子 的 完 分 且 必 变 条 件 是 满 
是 下 列 条 件 之 一 ， 

(a) AR BRAY, 

(0) A Fn BRE Fredholm Ar. 

iE (1) AFEHSK, M 

KAQ HIOB |= [СА®@ ЭД +1](1@В)Д-++21‹А?@ 

Вз). (2,1) 

Bin}? Н Ауе а ВКА, HR (x, iFi-1J& KerAfy 
SC RIG aE, Uy} F-ck K HSMM, Нан (у. Fe 
是 KerB sci REE. MWD) НОК 的 完备 就 范 直 交 、 
Ж, MiX., Dya i l KerAGOKerB 的 完备 就 范 直 交 基 。 

d f= EN jxi@y; € Ker(AQI+IQB), Wr. (2,1) 18, f€ 
Ker(AQD N Ker B) I CAG Df — EXugAxiQyi 知 ， 对 每 个 j 
ХАА 0, BE BY os € Ker, JJ EE Qu Pg — 0, IRE 
iE (и, Ag—0. X Ff SHDN, , x. Gy, € KerAGQKerB, 

Tü КегА@КегВс Ker(AQI LIQ DEBRA, 

(2) DEE, AAGIFIOE 是 Fredholm FHF, HFA 
不 是 Fredhoin BY, BPBA BR, ИҢ DPR We m iy 量 
{Xp}5..48 Ахр-»0(р-»оо) „6 ФАТА ФУ fe] Bt {yp Fe »Byp—>0, (p-x 
co), ВСУ 3-1 Ж HOK riy fum Ж, (AIA IGI 
В) 969 yp) —0(p— oo), Aik ASIF IQS 不 是 Fredholm HT, 
矛盾 。 
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同样 也 不 可 能 А 不 可 道 ， 日 不 是 Fredholm 算 子 。 

ЖЕ. ЖАВ, DEO AGIGIGBGixDGÉ, BN 
更 是 Fredholm 算 子 。 

X: AGB #3 Fredholm 算 子 ， 则 dimKerA<oo,dimKerB< 
со, HASSO, fixe (KetA)*, yE (KerB)^ Bj, |Ах||ш®0[х]!, 
[By lly]. 

ЕҢ (i) dimKer (АФ) ГВ) =dim(KerA @KerB) =dimKerA - 
-»dimKerB «co 
A3 (KerA@KerB)+ = (KerA)'@KerB@KerA@® (KerB) D 
{KerA)+OCKerB)+， 旦 右边 的 每 个 直 利 因子 都 是 4 的 I+I 罗 8B 的 
HETE. HFAA ЕТА, Bg (Kerb 上 下 有 ` 
T, TH AQI+HOB £(KerA@KerB)+ F E FARR. A 
QIQIDB 是 Fredholm YF, 
有 了 以 上 引 理 ， 我 们 就 有 
定理 2.3 设 A= (Aj, A, ;和 B= {Bly sBm) Sp HE Hil- 
bert H HR] K EZKATA, NJ 
Sp AGI ,IG)B) ®ь( A) XS,COGD), 
证 REEBICAODI ISS) EMH HERE A GER] BIE 
出 就 可 。 
由 Curto (55141, (AQ IDB) up rf SE EA DE JANE ET k, 
НҮН, +e, Ht, T. 但 由 引 理 2.1 A Im BET. 对 任意 к, ' 
Bitisk, (DIDFD,,.D¥.,) ТСС; -G4G*,, 可 
m. 用 引 理 2,2 知 ， 此 等 价 于 Юр Di D, DT, Эй XX GIG; +: 
G;, iGF, Ay BF, Bn 等 价 于 对 每 个 i DID, TD it DT MV RAS HH 
FRC, GYG; +G, GY, Te, ik u SE r F АНЖЫ 38 Bowp 
E NEUE 
定理 2.4 ALB ЫЛЕ 2.3, WJ 
Sy, CAGCE,IQSB) —- Sp, CA) X SCB) JS CA) X Sp, (B), 
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3J 24 А Al BRE: Fredholm Siam, Ind (AGI,IGB) = 一 
indA «IndB, 

E AER SER) (AQI,I@B) 是 Fredholm рН HR 
条 秆 是 和 或 了 中 之 一 是 正 贴 的 ， 或 者 上 和 旦 都 是 Fredholm 算 
FTH. 

Ф (ASI,I@B) 是 Fredholm 算 子 组 ， 则 对 每 个 k，H*Hi 十 
Hk. Ht a 5 Fredholm $F, # A jk Fredholm,B 又 非 正则 ， 则 
HE t fi DID, +D; Dt, 3E Fredholm #7, G*G;4 Gj,,G*., 
Жай, PRM STH 2.2, (DID, +D: D5. гъ (GG + 
G;,1G5,:) dE Fredholm, Mj, HYH, Wi. Ht, JE Fredholm Ж. 
子 ， 其 中 有 =i+j。 这 样 得 到 矛盾 。 辐 样 也 可 不 能 A ASE MJ Т B: 
ЗЕ Fredholm #44, 

# A.B 2—38: н, Д (АФӘТ, ОВ) 是 正则 前 ， 更 是 . 
Fredholm 的 。 

若 4,3 孝 是 Fredholm 算 子 给 , We fg] ,j DID, -D;,,D*., 
Al G7G;--G;, GT. 都 是 Fredholm 算 子 ， 从 而 HIH; Hia Hf 
是 Fredholm 算 子 ， 从 而 由 Curto[ 55], (AOI IOB) Fredholm: 
算 子 组 。 

Ф: A,B 都 是 Fredholm 算 子 组 ， 贴 

Ind( AGI, IB) 

—E(—I)*dim(Ker(HTH,-- Ae, 4HT,4)) 
=Ë (—15 mM dimKer(D*D , +D , .,D*, ) dimKer (G1G;. 


+G; 61.4) 
-—E(—1)*HdimKer(E*D, -D,,,D*,,)E(—1)i*! 
dimKer(G?G; -Gj, G, 1) 
= —IndA-*IndB, 
ER. 
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53 可 解 C” -代数 的 张 量 积 


我 们 在 这 一 节 中 在 新 的 条 件 下 把 $2 中 的 结论 再 作 进 一 步 的 
-推广 。 

定义 3.1[88J] C* 代 数 uz 称 为 可 解 的 ， 是 指 存 在 

(0) = f C СС C аё», =.” LINE: 

(1) Aii FRR, 

(2) xaO КОН) 1, HF X; EARR RIE 
18], КОН) E Hilbert 空间 Hy LESSE PHB, CCX pK) рж 
EEX LW ACAD 0 的 算 子 值 的 连续 函数 。j 一 0,1， 
Don; 

(3) id dj=dimH;, M) di, 2d; 

(4) #FfE* REAR 5, CX, LHI, {ЕЙ} KerSj= 
Wi 一 1:2 M+1 Ss BA of 8 j AS. 

n BRO AT С" 代数 的 长 度 。 

Hir Ct 代数 中 的 交换 元 在 任何 忠实 表示 下 的 联合 谱 不 变 ， 
ALBA RSM С* 代数 交换 元 的 联合 谱 。 

定义 3,2 设 T= (Fis “Ty Тл) Enj С" 代数 wl PEF Ёр 
交换 的 ， 即 对 任意 i,j UT, Ту] € of 5,5 T/Ag= (T/A s... 2 
тАк) ру, ШКТ K-Fredholmir FHA, k-Fredholm ү 
-组 的 全 体 记 为 多 ko 而 Sp CI) (z (T, ze Tue—n)€ Уу) 

命题 3.3 ETA (T, T.) ERE ЕС" 代数 .of 中 的 K-Fred- 
holm 8 TY ZR B JE SER AERE. OM EXE X Xk, TH), os 
СГ.) Cx) Н. E pg Sp 3X Й Н, н} V xC Xe, Ce OD GO), 
et Di TS) Сх) E Hkc; ERJ Fredholm 算 子 组 。 

证 MUFE ERARA F 

T€ sx 
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pT) = (kk), pe (Tn) TE Oeo: = sx) 
Se HER x € Xr, OQ 000, pP (x) уй 
<> #F# BCO ECLA: LH), 819 XC Xk 时 
(B з(х))а(рь (Т) (хуу —a QC) G0) G (x) 5L, ин 
аср (Т) Gg) 是 py (T Cx) 的 Curto AFER 
SPH B. Cf, BASH xG Xs D, 
CoB Cx ae СТу(ху)=@С (Т 0x9) (a. (0) —I 
> EBC .3 使 
(B;pa(T) «1— (CD a(T) (Bj) =I- (0,3), 
EB C Ekt D i €uii-1,-,27. 
== хс Xen 
(Quy BOO RP CT)X(x))=I—(pr- (C CX)), 
ape ;O)€9)L,08,: G0) =I — Gi, (D СА)? 
HE € Xia, CP) (х), ye CP a) GOD J£ Fred- 
‘holm 算 子 组 。 证 毕 。 
命题 3.4 Hoe BREAN WER CR, S Ram 
Юа С 代数 ， 则 .wf 5 og Ct КЕПИ мо ЖЕНЕ m+ 
п С" КЖЕ p= Ф 0; 905, RP pr p'u p; 分 别 为 
Mf, BH ASB RISE sya. j Su k TIS. 
证 8 0— vC uic cu iurc, 
0— d.C d cec d. 
JU a. wil od i CLK KOH) Br/ 348 CLCY j KA I 
> Oy is > HOB: Wii 


Cr к= OG if af COH BD) 
= Ф (CLX,,K(H )]9CLY;, KCH)D 


iti-k 


= Ф C[X;xYi, K(H ,@Hp3 


irimi 
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ec U, (OX, X YpD,K(H1)], 


其 中 EF RaeA EHF 的 不 交 并 ， 而 Hp， (р< п-т) ЖЖ 
HETTA AS Hilbert =f), Hrn =H, QH n. 
OR ERENT SS) ре O PODAR, 
定理 3.5 WETL(QD.,T,2,W-—OWi We 4h Su nf 
C* 代数 of MB PRAT A, ШЕЕ K 
S; TOITIOW) = 52, (S5, C) XSp (W. , 


证 J)EZ:i— |) OX, xY), BxEX,, (P. (T,y(X), 6, 


о'(Т„у(х)) AURAT AD, (хә) by Y;, COW, +, 
` py (W. )(y)) 的 边界 算 子 为 {Gity)} Í z€ Zk, (TRDE), 
pxCGIOO W) (2) ART AH: (22). RAVER (TOI, ТОЗУ) € 
F: КРЗ. ЭУ Н.Е ЖЕЕ LI E itik, ТЄ, 
WEF 4, 
(ТІЛО) CF 

<=> Hf z— (х,у) EUX; xY) (оТ) (2), 
PC lo W ) (z) 3E Bi] 

e EP KBR z€ Ze, Ht (x Hz) Hr) Ht, C) ipit: 
(Curto[ 55) | 

> fyt з, (хуу) С Zi 

(D? (x) Ds (х) + Ds, C0) D$ ,,GO00 I+ IG (GT WIG: (y) + 
G; 0y)G* aoo BT yr 

2| 382,25 
<> A sx€X,.DtGO0ODiGO) + Ds, (x) Dt, GO RT 3t 
A8 T t,y€Y4GtG0Gr O0 +G, (у), QD] E 
[EEEx€X..p,0200-—(,(C,) G0, 50, CC O00 IE BE 
或 任意 y CY 4,00) Су) = GGUW D OD FCW) (9) IE WIL. 
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TEFA WC. (4383.3), ШИ, 

R, "4 k=0 b), Sp (TRI, IW) —Sp, (T) X Sp, (W) ,[8 J$ 
44) S, CL) =T), Р So TOL, IW) 一 Sp(T) xS AW) ҖИ 
=@,=К (ZR THD , S, (TRI, IOW) =S, CD) xS,, (W) 
| IS; CT) X Sg (W). ШВ S5, (T7) = S, (T), TES TOI, IOW) 
=S, (T) x S,(W)[_JS;(T) x Sr, QV) ,3X $ 2 中 关于 联合 谱 与 联 
合 本 质谱 的 结论 都 是 本 节 的 特殊 情况 。 

为 了 导出 Ind: HEX, ШШ ЕВ. Boss 1 D. D, Bleecker[ 39] 
105128. 

8[183.6 PACs) EELEE E, Eee Hilbert 3 
is) H L Fredholm S FREERK, HdimKerA(x) 是 与 x 无 关 
455 39. MU LU KerA (0) 和 L] KerA* Go di E 上 的 向 量 从 。 


记 UKerA (Xx) 在 E 上 的 向 量 人 外 中 的 等 价 类 为 [KerfA]。 

313.7 设 息 (.) 如 引 理 3.5， 则 存在 投影 算 子 了 , t15 LP 
为 有 限 秩 ,而 dmKerPACx) 与 x 元 关 , 而 对 尾音 Xx, Rer PA (х) 1* 
=(1-P)H, 

定义 8.8 WW ACOA2DS[SES.5, EX 

IndA =[KetPA]—[Ker(PA)*], . 

3123.9 i$ AC) 305128 3.5, HdimKkerA( EH x EK 
的 常数 ， 则 IndA=[KerA]--[KerA*], 

对 于 算 子 组 ， 我 们 定义 

ExX3.10 W A(x)—(À,00, ,АА(х)) ЖЕЕ LE GSH SL 
E ERAF Hilbert 空间 Н Ef Fredholm 算 子 组 的 连续 函数 ， 
则 定义 IndA — Inda( A), 

命题 3.11 d ACO3GESX 3.9, (D ,(x))5 E À (x) SP H RS 
WHAT, MP H 中 祭 维 为 有 限 的 闭 子 空间 的 投影 算 子 p, {# 


得 对 任意 j dim (imDy)* П (KerDi.1) 与 x 无 关 ， В 
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IndA — EC — DH CKer(DD* +D* ‚Ру, 0] 
—EC(- 1) 0mDp П (KerD;, 31, 


其 中 DP. Dm j= 2k Rt, D—PyQ1D;j—2k-1Bj, Dj— 
D;P;, Жр Pj -PQ-- GP, 


D, D | 
D, Dj * 


TE наў a(A)= 

由 引 理 3.5 的 证 明 ([3.9]) 可 知 ， 当 НЄ?" 中 的 投影 Pa 
只 要 其 余 维 数 充分 大 时， 都 可 使 dim KerPoa(A(X)) 与 x 无 区。 
Tram H 中 投影 算 子 了 ， 使 СРН) +] ig š 数 充 分 天 时 ， 也 必 有 
PrH@C*” “的 维 数 充分 天 ,使 得 dim KetPa(A) ухе, 这 里 P = 
PQICL(OHQCU7), BHA 


ш P.D, PDT Р, D? 
Pat A= P.D, = D, о 


Ш Di D; ERR, h Curto[55] 证 明 可 知 任意 x€ X, 
Ker Pa( A(x)) = @Ker (р? (Daj + Doi Lh Bar). 
又 由 于 x-~*dimKerT(x) 具 有 上 半 连 续 性 CT RELE E Ea 


ІСН) 的 连续 函数 ) 及 dimKer Pak4(x)) 是 常数 ， 于 是 对 每 个 户 
dim кер? Bart Вар) 也 是 常数 ， 这 样 it Ker(Dt;D,; + 


Bs. 55.) 53k, 同样 Ker(Dy,, D$; + DYD) 也 是 向 


BA. HAIM —— 7 
Inda (A) —[ Ker Pa(A)]—[Ket (PatA))*] 
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= %\( — D'Ker(D* Dj Dj, Dt A] 


— XX — Ker Dj, N (ImD) ], HE, 

由 [391 还 有 以 下 引 理 。 

引 理 3.1% WAC), BM MAE ER TH ЕНУ 
Fredholm $T f Ay Ж БЕ Bg & , HA eM ELO I X E LR AFH E 
的 Fredholm $$ fg ye SE EC ,*0 КЕС, 00) — A+), FC, 1) 
-B(*), її ІА — IndB, 

RIKERA ТАЕ ВАО Es E ЗЕ ЕДЕ R, 

定理 3.13 Ë T—(T,, T.) EEC N e 的 iFredholm 
BFA, W= Wi, Wed DJ СУК 27 BJ j Fredholm HF 
HH, MJ (TQLIQW) 是 OB MWitj—-1=p Fredholm $F 
组 , Н Indo(T@QI,I@wW)=Ind ,TRindw;, ° - 

H HRA К(Х) KY НАУА, PEW Karubil120], mA 
免 与 本 文中 符号 相 汤 ， 罗 意义 与 Karubi BJ AA, 
证 存在 二 上 投影 算 子 d | | 
Ind, T —[Ker Pe(T)j—[Ker(Pa(T))*1, : 
存在 投影 算 子 О, #13 
IndjW =[Ker Qe(W) ] LU Ker(Qa(CW)*1, 

WO. UO AERIAL 3,19 中 的 边界 算 子 ， 

jul D.C (—1)696, 
H; = | Di GI | 


WER z=(x,y) € Zk t€ [0,1], BR 


"T (DMX) FO HDA t- DIGG) + (1- бээ 1, 
G,b- - 
* рх) € - ty Di. KDDI | 
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ne 


Нит) Нн) | 
үг. , 


a(z,t)= | Rat) 

9 Hu) Не) | 
a(r,0) = А H a 

| 162) 5 

(Hur o HTOO | 
2002,1) = | HG) |? 


对 ү 国定 的 := (х,у Є [0,1],a¢z,t) аго, КЕМ (z) 
是 有 限 秩 算 子 Ait alz,t) Ж Fredholm BT, T EF d s| gë 
3.11 Inde (TQIL IQW) = Inda(z,0), 
ЕЖ Ра, р), ДНК, M irs 1 
ӯ, xj-— 1,XX Rép. CT) n К Pr- 性 WW} 可 道 ,这 样 对 任意 3 十 1 一 
k,Ker((D*D, + DiD? RIIGI + Gj. .G%.,)) = {0}, 
Bom 2 P RE Xi xY Lee iA, 

H T D...D.—=0,G;.,G;=0, 


Ker a(z, =P Ф,  (DtD,+ D, ,Dt у(х) 21+ 


prjmik 
I@(G* G+ GiG Diy), 


Ker а(2,0)*= Ф Ф (DD+ 万 .De 000914 


k iti=2k+1 

IQI Gj, Gt 0), 
tT dimKer(D*D; + D;., D* уж dimKer(GtG;+G). Gt.) 都 
ЖИЙ, [ub dimKerakz,0) 也 是 常数 。 


因此 
Indp(T QI ,IQW) 
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= Inda(T GI, IG) W) 
= Inda(+ ,0) 
—[Kerz(*,0) ]—[Ket(a(*,02)*] 


=X(- Jp "DKer( BT Her Ae. At. 
—I(—)D* уу [Ker(D*D:+ D, Dt) QE +IQ(G*Gy+ 
X, 


G,.,G*..)] 
—EC DH ECKer Dt Di e Di. D* ,1] 
GE Ker(G*G; + GG.) 
= EC — DA Ker(D*D;4 Dj, Dt. 0]GLE(C—1)^ 
[Ker (G* G;-. G;. GY .1)1 
== —[IndiT leo [Ind;Ww 3, 
aye COREE LS E uj 应 用 于 Polydise ERY 
Toeplitz 算 子 理论 的 研究 。 

我 们 知道 ，Hardy 空间 上 的 平移 算 子 TT: 生成 的 C* 代 数 
C*(Tz) 是 长 度 为 1 的 可 解 C* 代数， 其 中 sZ HK of, = CCT») TIT 
C*(T,)/K 2CCD 其 中 了 为 单位 圆周 。 在 Ta EEA T= (Tze, 
fx 生成 的 上 代表 CT (Tz Ten), 并且 容易 知道 CaCTz s, 
Ten) =C (TRDE T). ННН 3.4 有 

命题 3.14 C'T ,Tz;) 是 长 度 为 hn 的 可 解 C* 代数 ， 且 
对 任意 有 pr 一 DUD ©) FFM Toeplitz HF T,, px(T,) 
(Zh, Us jT, COMP. uuu, 其 中 Фф’ БЕ (2, UN 
得 到 的 777: ERRA, (Hus moe mG sih PERT 
к=н, рТ.) =фЕС(Т"), 

推论 3.15 Te (Toyo T.) E C* CT, i T RAR By 
Toeplitz Н, ША (А, A = So, CT, y 的 充分 县 必要 条 性 
dé; HEE 22 im ) SO, $37 w 1236 C*(T. iat^"" v i a} 上 
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HI imp Pr FB, GUB pf =1,2,-- k. Ж ERE ruso 222 
‘WH 4G 2) 0 97, 
， 命题 3.16 ЙФЄН"(Т),}=1, ++ ok, СТ, 5 Tod = 
OD), Jib фсе Spr BA TE u 

证 FOR (T), WA eO = prz) rcl, 是 DD 上 的 解析 
PRR, Пт |р 一 97 一 90, 由 解析 函数 渍 算 的 谱 映 照 定理 tL113])， 


S(T uq), 但 谱 上 共有 上 半 连 续 性 ， 而 [f ,— To, 一 ip— 
ella > 0, FÆ Sp(To) DlimS p(T, ,) = limpi D) (D), RZ, # 
= O — [4 Pd 

AEPD), WEE 6220, HAIER z€ D, > |p; (2) —Aj| 26, 
H Corona 定理 CE, [66.5 有 WE H*(T),]/—1,2,-- ‚К, hE 得 
JE (z) (Pz) — M) — AX FEZT,; (Tp; Ај) = I, Bg T. 与 Tp; 的 
变 搞 性 及 第 二 章 定 理 4.150 ACS (Т) EE. 

推论 8,17 H p CHP (Tuy, j=l, k, P= POA 


Sor- Lo) = PCD), JE On" = {к= Gi, zr) BDA 
n—1^4-r zi Ed zi] = 1} 

Ж op ee SS, N= (ays sr Ac) € Sos. - CT p) Н 382y AMBER 
MER: Te (РМ Т.А) 是 可 道 的 ， 其 中 oot ЖЩ 
SHER п— 1 PARR COTO HH RR, Bip drBis.15,T.. — 


Ra Tuas Tua — Ae) EBAY EAE НЕ Ae ESAE (D), 
PURE (т, одна) |z lm = [zie |= A ze, |zi| <1, 
Ма QU, t Zja =i 21), ЖЧ) (1,2) GL, ба-а. 8027 
АЕ Ə, , (Dy „ЕВ 
Ha, C'CPO PNAS In Beo To +K E R, 
Sh K 为 紧 算 子 ， 而 To 是 由 连续 函数 gg 引出 的 Toeplitz 算 子 。 
:在 C*(Tz Te) 中 也 有 类 似 现象 ， 为 此 我 们 先 正 
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3183,18 EE 9; € CCP ,j —1, aka RI SP CP oye T, y 
aT), mE И 
证 и=1 时， 由 于 上 (Tz) /K=C iT), ВЖЖ Ss. (T, = 
РТ). янт, ST. RET; Теп АР, mH pir) e 
Sp. (DRE IE ZEMS, ECT; pia frt, (p 


00) j= lR 
ARI ATER AE ар", PEREA JR os SV 


OQ OV tE eil. e, rh е 是 任意 给 定 的 正 数 。 由 二 1 
HAE. ТЕЛЕ Cfo} 是 单位 正 交 向 量 ， 是 TQ. 的 公共 的 近似 特 


征 向 量 。 令 名 =fp@… MBE RAK pE Te — (AD) 
dolls, 于 是 
ПЕРЕ 9794] 
«|, Ta Fell HICE p ОРЫ + TORO — pit) olf 
<їЗе, 
ШЕННЕН ТЕ 36 A COD", OA) — (p.02 , 9400) € 9 (T). 但 
又 由 于 (OD) =S, 00 FRE SP. (T,)Co (Ty) 成 立 。 证 毕 。 
命题 3.19 TEC*(T2,,--,T2.), Wma ep ECT 
KE fa, HHIFT=T,4+K, RITI-—Io].. 
证 dB W={T THT, 4K KE 2,9 CC(T}, 
(1) Z, REE CI (Ts, T. RET, 事实 上 ， 由 
于 hn = ÀLeuroe-eke-e C* (T2 ELE Ky С*(Т») 的 
变换 子 理想 ， 得 到 Z. I, RAP ГАВ, CJ=ALB,CI+ 
CA, CIB 以 及 C (Ta, T. 0) HOT) QD GC (T4 IC оё, 
(2) AT=TL+K WAM [T/S |Т„ || == |М„ || == el, 
Hop 对 "是 LC) чё o RIT. x EXC Ted de HA 
PCT oases Te) REREH IP (Pogo TL] RPG. 02 |. 
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Ë А (ф,(2), ep HE SIE, 17 SA} ЕСТ, — фу) 
fz|-0€p—o92, TE IPC, oT.) [22 sup [Pto (Z), с 


qx(z))| =P (pi, oe C" (T4,, Te RP ROB 
PUT yy Tps) 形 式 ， 而 这 些 算 子 生成 的 交换 于 的 符号 为 0, 因 此 . 
T» / sz. | -inf[T, ЕРОТ, To OTE IPG. , be) Ф 1. 
[e les BR [T Ze | = [e]... 
(3) WW 是 闭 的 。 没 (T.,-- Ko) K W 中 的 柯 西 列 ， 则 由 于 
(2) {pr HERAF F], WS Фо, ftf po oo K C Z. fi Kp > Ko. 
(poo) EE ИЭ To, Ko— Te, +K, ,这 就 证 明了 W 是 闲 的 。 

(4) HEP T4,--,T.. CW, WJ WW 对 六 运算 荐 封闭 的 ， 对 加 
АБДЕН. XO (3》W 对 极限 运算 也 是 封闭 的 ， 因 此 只 要 
证 明 W 对 乘法 运算 也 是 封闭 的 ， 就 可 以 证 月 C* (Te, Ts.) 一 
WW 了。 但 是 莱 法 运算 可 以 由 “变量 分 离 ” 的 算 子 的 线性 和 来 捉 
近 ， 于 是 由 于 《3) 可 知 对 乘 数 也 是 封闭 的 。 
iH, 

003.20 5СТ,, Te) FR C"(T;,,- Te.) 的 代数 生成 元 ,. 
HT;-T,, +E; pi ECCT), Ку asf 13, , ll (91,9) 
ET EXE 1-1 89, 38302 kn, | 

证 W EC Tea T: D PR Aa Н ж, ФФСУ У 
—(e:p C CC) ,存在 KE sf. fi T, TK C W}. MA ЙГЕЙЗ,18 АТ 
W DCW) C' (T4, Ta O A s od 5 COT) PAPA 
一 一 对 应 。 ЖРТ, ,Tx) 业 成 C'(Tz,, "aT, УН] › АН (9. 
-rs pr) ABR COD), H Stone EDA (pu pe) YE T" EXE 1-1. 
Tg, ADR TRE kn TE, 
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Ree ” 算 子 方程 与 联合 谱 


算 子 方程 的 研究 已 有 不 少 文 章 和 较 长 历史 了 ,一 些 经 典 的 铺 
3R CBI, [64], 09274) BAAR AA AEE rh, 
我 们 将 看 到 ， 联 会 谱 理 论 将 为 传统 的 算 子 方程 研究 带 来 不 少 新 信 
息 。 我 们 在 这 一 章 中 主要 讨论 抒 何 用 算 了 于 张 量 积 的 联合 谱 。 联 全 
-本 质谱 来 讨论 初等 算 子 的 谱 性 质 。 


$1 Hilbert 空间 上 算 子 理想 的 一 些 基本 结果 


为 了 后 面 的 需要 ， 本 节 将 扼要 地 介绍 一 下 Hilbett 空间 上 的 
儿 类 重要 的 算 子 理想 以 及 与 Hilbert 空间 的 Cross 张 量 积 的 一 5% 
ЖЖ, 

定义 1.1 0 В,00В, 为 Banach 空间 Bl НЕРВ, 的 代数 张 量 积 。 
В.В, 上 的 范 数 @ BA Cross FER, 如 果 对 任意 ÍCB,gC B.,,# 
а 06) = llf |+ Паза SCA M ERR WIEST C LOD,SCLOD, 
(тле) «isi Iri $ (e) KE LEB, вєв, 是 
任意 的 。 

由 于 篇 幅 所 有 限 ， 下 兽 的 一 些 命题 都 不 加 证 明了 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 以 参阅 Schatten[10651, 4 exe R| WOR BLTT WE HH. 

命题 1.2 Wald BGB. Lf Cross ik, We FE B, x B, F. 
-的 二 元 连续 函数 。 当 B, 与 B, [ЛУ], BOB 也 是 可 分 的 。 

命题 1.3 设 工 EL(B) ,SEEL(CB)， 则 可 以 定义 了 人 GBa 上 的 
REHEAT SOT, 


对 任意 X Go C BOS ST ELE POH, 
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SOD бев) = 215 ®Т, 


Ж о Ж BLOB, Бр Cross ўў, Ша PER 363826 F SOS 
Тш = 151-171. 

我 们 记 BOB. 为 Bi 的 B 的 完备 化 ， 则 命题 2.3 告 诉 我 们 , SS 
MT 均 为 有 界 算 子 时 ,已 @BI 上 前 算 子 SOT aT ULIE — REE mM. 
В,@„В; 上 的 有 界线 性 算 子 ， 只 要 а 是 一 致 的 Cross 范 数 。 

下 面 引 进 В В; 上 两 个 常用 的 Cross 范 数 。 

定理 1.4 定义 BLOB: 上 的 两 个 函数 和 X,? 分 别 为 


‘(Bie)=sup{| Brae |, 
Fest, GEBS, [FI 161—1), 
(25) = іа УПР, Hei lls 
Zea = 57,98}, 
则 入 与? AB В.®В, 上 的 一 致 的 Cross 范 Ж, Tü H y Ж BRB: 


最 大 的 Cross ўї, А 是 Cross ERCP ARTE ESE a E D 
ФБ 上 也 是 Cross 中 最 小 的 。 此 外 A BSE PEE SRE Yo 


RREA, RINT MR НОН, XH H m Hilbert 空间 
HSH Mj, YE ff B, H 5 H ESI, БЕ 
ТЄН ,gCH, W ft e OER Н Re) = (6. DL 

命题 1.5 HOH LEAT Н EINABUSE TE, 且 这 
WU A FAME, Zoe HOOH, АЕ JC H, жй 

(9QUf = 4,30, 
dS RET RAT HOH, 
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对 于 线性 空间 HOH, CRRA НОН, ATRAF 
жж, W oOQUEHGH.CGOQODCHGOH,W 


(GGE(GQU-f GIG) = 9, P Gy, 


HQ H Lite 称 为 是 西 不 变 的 ， 车 对 任意 西 算 子 U,， VE 
L(A) A 


«( BUL@Ve)= a( tig), X tpe € H@B, 


fp Hi 1.6 H GH LANE Cross 范 数 和 一 致 Cross 范 数 是 
等 价 的 ,而 且 这 时 》 作 为 有 限 秩 算 子 的 范 数 正 是 工 (了 ) 中 的 范 数 ， 
хан QH EUIS BUE Cross 范 数 。 

BR, ТЕ5БЖ ЕКЕТ RAS, HOH EL Bp—446 m 
HB. Н @ 百 在 不 同 的 一 致 Cross 范 数 二 完备 化 会 得 到 上 (HH) m 


些 新 前 理想。 除了 前 面 介绍 的 y Rak, HON KARR = 
:中 定义 的 张 量 积 。 
以 下 我 们 记 
co(H) = EB FSI, ` 
cp(H) = A AEL ,tO AID Eo) 1<р<оо, 
H Pederson[ 967910 co(H hx Уй, |А]р=їг(1А[>)›, 
.¢p(H) Jg Banach 2а], W E c Н) Ji ру c (H), eG 
RRETA LOHO EF ERR, LOH) 有 了 时 也 记 为 c. D uif 
特别 c (H) 成 为 Hilbert zs[g, ТЕРДИН A,B) —tr(B* A) 给 
JB. CH) PRM Bey Hilbert-Schmidt $F. 
定理 1.7 WH BSA Hilbert 空间 ， 则 有 


oo (H) HGB, c D НО, Н MH) НН, 
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52 ”初等 算 子 与 Taylor 联合 谱 


в H EA Hilbert 空间 ,任意 A BELH), n] b E X. LOHY 
上 的 两 个 算 子 Za A Re, HXELCH), ТАХ = АХ,ЕвХ = ХВ, 
La 称 为 志 莱 算 子 ，Rs RNHRAT. HA. GRETNA A 
合 ， 可 导出 LOD 上 的 亡 谓 初等 算 子 。 研 究 初 等 算 子 的 谱 是 算 子 
方程 理论 中 的 一 个 基本 课题 ， 已 有 几 十 年 历史 了 。 

初等 算 子 中 ， 有 两 个 著名 但 又 是 基础 的 算 子 Z a, R HAB, 
ЖШ А,ВЄ КН), 4,3(X) - AX -XB,ua,s( X) S AX B,F Bill) 
E ЖЛЕ Ка PAY 

Sp(F ap) =Sp(A)—S,(B), 

Splita) =Sp(Ad+Sp(B), 
传统 的 证 明 方 法 可 兄 [6]、[92] 等 。 我 们 试用 联合 谱 理论 给 予 新 - 
的 证 明 ， 推 广 到 一 般 的 初等 算 子 。 

引 理 2,1 设 了 一 ( 工 4, 及 s) A LUD ELA, BRASH, РИП 
在 c«(H) c; C Al c: (H) 上 的 限制 分 别 记 为 了 一 (Lz,R8),， T = 
(Rs) 和 六 二 (L4,R5)， 则 我 们 有 

(1) P= (L525) SA FH H ENS HH (AQTIQB 5, 

(2) QU (CL (RE) SAF HO, H ERST X OG. 

A’ ,BQID=C(R),, b3)3 
(3). Q9)" = COLI" (RA) SF LOD EM AT 
(J=(La,Ra), 
GAHE T 表示 T mj Banach FERHAT) 。 

证 (D 由 于 和 是 一 致 的 Cross 范 数 ， 我 们 只 须 在 cotH) 的 
稠 子 空间 百 @ 吾 上 证 有明 ， 因 此 又 只 须 对 任意 一 鞭 算 于 eO 9 进行 
证 明 。 率 实 上 对 任意 向 量 了 EH, 有 
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Li (@QWF SLiQf dq), #УАф= (АФУ, 
RAGED = (Op Bf = (Bi, i09 — (9G B'V)f = 
(pRB фу, 
HH HELE L 3 (2690) = (AQT (CoD RS COGO 
= (1987) (Фф, 
(2) 81, PATEH) =(co(H)) AIX Ссн), 9 
(LO T)(X) -TOL4X) =t AXT) =tr(XTA) =(TA)(X), 
(Еу TICK) H=T (REX) Str XBT) = (BT) (Xx), 


:注意 到 (H =H, H WE r 也 是 一 个 一 致 的 Cross 范 数 ， 类 似 
CLR A BB (LG) = RA, =IG A ,和 (Rs)’ = Le = BRI, 
CD ШЕ ш, RA See (ADA LCA), EERE Y 
€ L(H>8I T Co (Н) =с, (Н), {Ж 
(L%"Y(T) —Y((L''T) —Y(OTÀ) =tr(TAX) =AY(T), 
(REY YIT) —Y((RiT) —Y( BT») =tr( BTY ) —tr(TY B) 
=YR(T), 
BIDS GA =La, (RE) 一 Rs。 
定理 2.2 RA, B &- Hilbert Sh] H LARA + HT, 
(La, Re) Æ А,В RWW LUD FZ. ARASH, (Li,R4) RA 
(ha, Ra) dg eic ED EWR, 1—0, 1,2, Wf 
Sp( La, Rz) =$ь(А) x SC B), 
Sp(L4,Ri)}—Sp(A) x Sp(B),i=0,1,2, 
证 AE Sp(L0,R2>)=S,( A) x Sp(B), 
Hes 7H2.1, RNA L4-AGQI,R, 一 LB 作用 在 co (CH) = 
H@ H E. H BNE BL 4 ,S,LAG D =S ADM SpIQB’) = 


~Sp(B’ =S B ARIA 
Sp(L°,,R2)CSp(L4) x Sp(RZ) =Sp(A) x SB), 


反之 设 (0,0) 65,04) x SB), ЖЕ P= (LA, ЕВ) 是 Taylor 
意 忒 下 奇异 的 ， 这 上 只 须 考 虑 下 面 四 种 铺 况 。 

(D 可 果 обо,„(АуПо,„(В/ у, WHER РАЗ {ү |н хр 
H, #И{эу„}= Н, 484% {| Axn|| —>0 18 ya|—0O1— co), & z. = х, 
yu, PER À J HOH ET Cross Be, BAAR (za) = jira ЇЇ 1. 
和 ACL tn) =%(Ах„@ун) = Ах. iy 0, 

NM Ro zn) =A (xa B^ yn) = |хь||В' уз | 0; 
这 就 证 明了 (0,0) Co. (JC S. (JS), 
(2) 8 060,(А) Го, (В), ЩА 0Со,СА') Па, (В),. 
ууа HO, HE Cross jit 3S DIE CD ТШЕ СВОЈ А” у, 
#c(H)= H@,H 上 是 Taylor 45$ Bü. dE Я 38 2.1, a 800°), 
ДЕ c, CH) E Taylor 吞 异 。 再 据 第 二 章 的 定理 ， 有 J'—(L4. RD 
在 c (H) E Taylor 奇异 。 
(3) ШЖ оСо,СА) По, (В'), WRB OCC, (Br, ЕНЕ 
《1) 可 得 并 奇异 ， 或 者 我 们 可 假定 B' ЛЕН REARS, MAA 
0€0,(A), H (2) 也 可 得 状 是 奇异 的 ， 因 此 还 可 假定 4 非 单 . 
BF. А 

考察 с(Ну)=Н®,Н ЕЩ Ж-ГА] 了 一 (Li,R3) ФН. 


Ж 
di а, 
ü——— c to 
这 里 
— 35 
d, zo Чез , dis (? J> AeDa + db), 
(Абдул Za 


由于 B' (DEH 5, КОНЕТЕ aR ay ce, 4d 
y, B (Н)У =0 XE SEI X CH,x-0 Ж oov CHOQ,H, Ж. 
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S y@,x€ HO H= (HGH , Bini 

(yt 30 CCI@B’ (PQ) = (yQ (SB y) 

—x(o)y (BY) = 0, 
因为 нон E EGAH PRA BBM, yO, [Ж ЖЕ bb, 
PEREVOD O ARP (Im(1@B')) 015—711], 我 们 有 
(убх) AD ay) — X GO y OP = lix | y 0, 

这 说 明了 xO yC Image), 

由 于 А 非 单 射 ， 可 取 一 个 非 零 向 量 x € Ker A,y du b, ПЕМ 
ж х усов), в 


C) € im d, # [7°] = (ABD Gy =O» 


因此 Imd, == Kerd,, ay 79 J° (LA, RS JE Taylor 奇异 的 。 | 
(4) Ж 0C o4 CAD о. (BORUT COO ,我 们 可 不 妨 假 定 
IMA Æ H mig] Н КегВ 二 {04， 然 后 再 证 明 此 时 J* = (L4, Re) 
一 (I,J@E") 仍 然 是 奇异 的 ， 详 细 的 证 明 省 赂 了 。 这 样 我 们 就 : 
证 明了 SptLs,R3)=Sp(A) x Sp(B), 
据 引 理 2.1 和 第 二 章 定理 ， 我 们 立即 得 到 
5у(А' R3) =Sp(A) X Sp(B) All Sp(La, Ra) =Sp(A) X Sp(B) g. 


由 于 сн) = НӘН Jf Hilbert 空间 , W 由 引 理 可 证 (L4, Ri) = 
(AQT Co B' ) ,因此 所 第 六 章 定 理 32.3, 可 直接 推出 S; (LGR) = 
Sp CA) XS BIE E, : 

推论 2.3 设 f(z,,Z;) BE 5А) x SptB) 某 邻 域 上 的 二 元 解 
Pre, Me X LOD EAR (La Кв) 并 有 等 式 Sp(f(La， 
Кру) 二 (Sp( 人 及 ) ,Sp(B))。 h 5 fasz) = ушна! 洲 二 元 复 
多 项 式 时 ， 有 Fa RDX = SoAiXBXEL(H) 忆 及 Sp(f(La, 
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Aa)» = DaS AS BY, | 
推论 2.4 ВГА, RM DPI, di =со(Н), c, HY 
或 cz CH Bl] {La RDE ЈАЗ EAE PE He E ЕТЕ 多 上 上 正则。 若 
La, Re) EME, Wee o 上 必用 时 的 道 正好 是 了 CLI4,Rsa) 诈 在 
9 ESR. 
H 5р0, Ев) =Sp(A) x Sy CB) , WU EZ y BAS S CA) 
和 p(B) 的 力道 T4 1 Гв, EFS fC 21,22) dg ГАХ T s 转 成 的 内 域 上 
解析 。 所 以 这 时 1(Ia,Ra) 的 Cauch-Weil $14 [112] 可 以 简化 成 
ҚА, ЕЁв)Х — | f. f(zy,2,0(2,—La) (z, — Ra) X 


Pa 


_— 1 
(2zi)? 
dz dz, , (3.2) 
其 中 XEL), | 

В (2,2.0СГАХГВ, Eu (z,—La)'t]a=(Zzi—La) 1, (Z, — 
Ra) |p = (z, — Ra) t, jl (3.2) Wa, (La, Вв) [0 = 
IesRs| e), ASHE 3.2 和 谱 映 照 定 理 知 ，Syp (J(La,Ra)) = 
Spa] p Ra[a)), MIDE f(La, Ra) 正则 充分 必要 28 PE Je: 
JCLaA Ra) ] ТЕ, 

如 果 (La, Ra) TE L(H) EAW С, 由 于 此 时 Аа, Кв) | 2 也 
Hu, B. Gf La, Ra) =l os BARN DEG PRN. БТРА dnd 
Hg HE Е E СС) Fila, Ra)= I, BTM, (CI(ODa,RI212271— 
bi (LA,Rp)7!| p WESS, 

Lumer 等 在 [92]J 中 证 明了 如 果 f(22J& Sp(A)—Sp(B) Жар 

ERRES, MFE SBAEN Pa 使 得 


— 1 m —nm- 
HF X Lo | a 1oxo mes KEL, 


下 面 的 推论 推广 了 这 个 结果 。， 愉 要 注意 到 可 取 
EG, Za) =f (241-2), 


推论 2.5 HE oC 21,22) FE Sp(A) x Sp(B) 某 邻 域 上 的 二 元 解析 
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函数 ， 则 存在 S。(B) 的 一 个 国道 Pa， 使 得 
. 1 B - 
sas R) ga | act DXA B) dA, ХЄІХН) 


证 &ТА,Ев)Х 


-( 1 Y j —LA)^ (z; — Ra) X 
шй: f. [EC A) (Zi в) 
-一 -上 —Вв)-*+Х 

ті NIS Еһ) -+Хат, 


1 - 
i f, KAXA) ‘aa, E, 


33 初等 算 子 与 联合 分 类 谱 


XE A=(A,,-+, An) Mi BR(B, Ba) 32 L (H) 中 的 两 组 算 
+, WAT Ry LOH) БАЈА AA Las (bai, Lax) MERE 
TH Rp 一 (Ra1，-… ;Ram)。 这 里 我 们 将 考虑 AA 与 8 分 别 都 是 交换 
WIE, E SE F 4 BR FE ET JE po yr А. 

3.1 ШТ=(Т,,+-,Т„) 为 Banach Si] X Бл 
+, Рау Za) m fa (hann) J& €" C7 的 多 项 式 
组 ， 则 有 下 面 的 谱 映照 。 

©(](Т))==](о(Т)); e (JCTyy= fO, (Ty, 
证 ”由 第 二 章 定理 人知 我 们 只 须 证 明 第 -- 式 。 
BO oaEox(IT)， 则 对 任意 1 一 1 m, BAA 


HO SPELL IS, — flAy ye , А) 一 TM OnE Ta). . 


HFT BARA, BIER JOD) cat. 
友之， TEM Cig en) cO, FCD), RM weap f(T), 这 里 ， 
ROT» 表示 f(T ify Berberian BHR, TILA (TY — F1). Bini, 
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M= (Kerf 2) 00), BAM Y T^ 不 变 子 空间 。 因 为 ， 
Oy Ti [M) =0,(Т: |м) p, ВЕД AA, ETI EO LR IG (n 
Hs Coe F(T) TTD НГУ, ТУСУ, ЕЕ БТА, 
Дт н O6, sAn EIE un B; ki IAS о, (СТО, T) = 
CC) TO). BELL k= (М, hn) ETa T REA EXE £C Х?, e 
0, 使 得 fiCT0g а, l- 1, m, Tig =g, j=l, nn RUA E= 
TA) EE., 

引 理 3.2 WE A—(CA,,-- , ADM B (D, ,Bu) Ёё Не 
空间 HEB RRB aA a= (Lai, a LADAR (Rai, Rae) 
SHAH A.B НІН) EMA, ARATA, W 

(1) (LARD) =O. lL} Ri) =0,(А)хе, (В); 

(2)0 (La Ra) =G (Li, RJ) —0,(A) xo,(B), 
3k (Li, Ri) (La, Ra) c i( H) ERIS, 1=0,1,2, 

证 OD Щ5]Ж2.15ЯИЖҖ St ip 38 4,22 A, e. (La, Re) = 
OL R D AL Fg АШ 10 gd, T i= 1,2 是 类 似 的 。 


57 c (H)—HG,H НА E. Cross ў, K FoB) ~ 
9 ,CB/ ) , XX ELB 表示 B Bj Banach REATHA, J xe 38 2.2 证 明 可 
以 小 出 有 

о„(А›ухо„(Ву=о,„(Аухо,„(В' ye „(А@1, В”) 

=0,(LG,R3), 

BE, BW (0,0) E04,R3), 则 存 首 一 列 范 数 为 1 的 紧 算 子 
{Xn} ti AXo 和 X.Bi-»0(n—oo0, FRAT] AT AE RE BY 
I] ZR (ys) CR, 1/25 ]ya] s 2, ddr fh Za = Хау, Bg RARI, n=1 32, 
m AFPA Az 0 (n> 00) i= 1, n EME, FEA 
BY 2, ), 使 BIr, > 0(n- co), 1,0 mn ASO Са, (А) 
fl 0€¢,(B"), Mii 0€o,(B/)—0;(B), 这 就 证 明了 oo. (L5, R2) 
со,.(А) xa, (B), 
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(2) 只 证 i 一 0。 出 引 理 2.1, Banach 258: LMA BU ТЕ 
定理 以 及 刚才 证 得 的 (1) ， 易 知 有 下 面 等 式 成 立 ， 
G (LA, RE) — 0. (L2)! CR) =7, (RY Ly) 
=0,(A)xo,(B) Eth, 
C.Davis Ж] R Rosenthal 在 [6 人 4 中 证 明了 对 于 H PRAT 
A Al BAF SAE: 
On 4,8) 20 ,0À) —04(B) OG 7 а,в) =0,(А) —0,(В), 
J, CHA, B) =0,(А)с, (В); Ga CHAB) =O 4(A)o,(B), 
TELLERE LE A 
推论 3.3 ША (А, -- ADA B=(B,,--,B,.239 Hilbett 空 
ËJ 互 上 的 两 个 交换 算 隆 组 ,PKzi， trem CMHC HS SH 
st, R=P(La, Rs), WE | 
о„(®у=Р(о„(А),оь(В)),о,(Еу=Р(о„(А),о„(В))„ 
证 ”由 定理 3.1 与 引 理 3.2 立即 可 得 。 
最 后 我 们 再 介绍 Curto 的 一 个 结果 [59]。 
定理 3.4 WE AC CA, LADÓTIB-CB,, Bu) Hilbert 


WH ERRETA, EX LOD 上 的 初等 算 子 RX DAXB, 
mA 
SR) = Í S eiue, уан) ESA), B= Go 2:2) 
€s, an), 
证 SR) 
=9,(R)| I0 (R) 
=0,(Е,са(Н) Jos (Rc, (НО) (513.2) 
=S,(R,e,CH)) 
={ D agis (9,8) €S a, Ro, (H) } Gites 
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= (5]0:8:.(9,8) CS«(AGI,IGB/, НӘН) GEM 1,10 
和 引 理 2.15 

—(SX128,,4€ Sp( A), BESp(B’ )} (第 六 章 定 理 2.3) 

={ VB aC S (A) »BES,(B)}, TE, 

以 下 我 们 将 用 定理 3.4 证 明 一 些 有 益 的 结论 ， 为 此 我 们 把 定 
3 3.4 作 形式 上 的 休 改 。 

推论 8.5 i A=(A,,--, ADI B= (B, B 分 别 为 可 分 
Hilbert 空间 H fll K 上 的 交换 算 子 组 ，R E. L(K,H) 上 的 算 子 ， 
R(X)= У) AXR, XC LCKE ,H) Jl] 

5,08) = {Fabi t= (ay, 0) SpA) BE (Bi, Bad 

Єб^ү(В)}„ 

ЛЖ Ш dimH--dimK —co, WEZA К AH EART U, 
ААА, j=1, n, ША (Z... AD BK ERT 
fi, S:X> U *X J: L(K, MA L(K) 的 网 构 。 HPH A, B 导出 
ISAT Ra JE R= SRS-:， 因 此 ， 我 们 有 So(R) 一 S, = 
[Y miu a= (a, LY ESRA) B= (B ‚В. CS,CB)) = }а:8:, 
== (0177,0) ESA) B= CB + Bn) € S,CB)]), 

车 H AIK ж ЛУ Эр R ШЕ Ho 为 任 一 无限 维 可 分 - 
fy Hilbert 5х ial, 4 H—=H@Ho, K=K@Mo, А-А: GI, B= 
Bj, Н FL(K НЬ, HQH) —L(K,H) OL Ho), Ж ША, ВН. 
MIERT RY RSA ЕКО, MMS, GO =S,(R) = (Dak, 
а= (04.777,05) CS,CÀ), B= (D, Ba) € S(B)) = (Sila = (ayy, 
05) € 8,(A) B= (B4, B.C S,CB) ) EHS, 

定理 3.6 H A—(CA,, eL ALII B— (G5, , Ba) HH Hilb- 


ert 空间 H AME RATA, ЭРИШИ ЕЗ) AT Aet, 31 БВ, 
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=н И X, еы I AIXBi 和 X, 则 必 有 АХ —ХЬ{, 
A*X—XBiic1,- n, 

证 EPA A, BARRA. GRE G F SESS rh 
在 Ca 中 的 闭 单位 球 В, вал Саа) np) 车 Ас 


С", 记 A*— (n Z Z) CA), ДА,А, ДЕ В, PATH, 而 县 
A DA =Фф„ El MA LXB, =X 得 DIE( A) AXBFCA,) = ECA) X 
F(A) Н, EADH, H, S FCAQB ll EREN MEA Adin 
(ECA X | Had (FCA) B; |н)  ECA 0X | Ezo 由 于 А, TAT =, АЖ 
1€ (XB s G= (G), a8) © Ay, B= (Biy-* 5 Ва) € A). WA lin = 
CAs ayy Аъ | ay Al B] a= CB, | 25, ,Ba | i25, 用 推论 3.5 知 
-Sp(R)C (> eíBi; g= (ai, G4) € A [н\» 8=(8,,:В,) = В Іна) 
{Bs ac A, BEA}, A IE 1€CS (R) , (AR CECAD Х|и,) = 
ECA m, MAMI ECAQD X] H2= 0. EECA) XF(A,) —0, HA. TA: 
的 任意 性 ， 得 知 对 任意 Borel Ж A, XFC(A*) CECADH SX ECA) 
XF(A*) CXF(A*), 又 由 S3 BTX*AT х, ДШГЕ (4*)X* 
Е(А) = X*E(A), Afi E(A)XF(A*)=E(A)X， 因 此 XF* CA) = 
E(A)X 对 任意 Borel t A gg WY. BEF” 是 Ве = (ВА, 5t) 
的 联合 谱 测 度 ， 显 然 有 (MAA) 一 F(A*)。 Е ХЕДА) -ECAXX, 


Ж], sen, W 《4x1,8) 一 [dEx1,8)=| xa xr f, o = 
<Вї},Х*в) 一 《XB4f,8), 从 而 AiX 一 XB4,1 一 1,…… nt。 由 Putnam-Fus 
lede 定理 得 ATX — XBi,i1,-- n, EË, 


推论 3.7 WA=(A,,-, ADH БУЯТ, Н. 
ХАТА, с A XEL), ЖЫ ATXA;=X, Bl] AiX= XAj,i= 


1 pitt hte i 
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В А=(А,,--,А,) ЖН МТА, BY KON MAR 
СА, An), нн А BRETAR, RAs —Aj,7=1, 


=, я, ЗАЗА І, Me 入 有 联合 压缩 的 正常 延 拓 。 

推论 3.8 BA=(A,,->,A) р В= (В,,:.-,В,.) H EAR 
算 子 组 ， 且 A 和 B* 有 联合 庄 缩 的 正常 延 拓 。 如 果 XCLOH) , 
SIA:XB; =X, M A.X — XL* , ATX —XB;,i=1,--,n, 


— mT 00 Ау С | 
证 #А=(“' А) (8 0 Ja A; fB ЕЙ: 
0 Aj B, H; 
BE. 其 中 Aj E ЖЛЕ A, 上 ， B? Ag ЖЛЕ H, b. 
/A; А 0 B; 0 0 X 0 9 
un A; oh Bi=|[ 0 о ol, i-o 0 0], 
0 0 0 0 0 0 
ША; B; ete НФН, Н, b, j=l een, FH X WE 
SAX 5) KPEE, в, AL X - X 13, A* X- X Bini, 5 
1—1 


n, Afi AX = ХВ, ATX —XB,, i —1,-- n, HER, 


$4 初等 算 子 的 本 质谱 


初等 算 子 的 本 质谱 将 由 姜 健 飞 首 先 在 数学 年 刊 中 发 表 。 这 里 
我 们 将 介绍 李 绍 宽 的 另 一 学 生 季 跃 的 工作 [25]。 他 找到 了 交换 算 
TR (Ar, An) (Boe Ba) SE IE ET RTA (La Ra) 的 本 质 
谱 的 表示 ， 然 后 再 用 笋 子 和 解析 里 算 的 谱 映 照 定 理 得 到 了 初等 算 子 
草本 质谱 的 表达 式 。 

引 理 4.f фр A=(A,,~-,An),B=(B,,+~, Ba) 3 Hilbert zz ` 
JB] H. EAA TH, (325-2 (43) 5-0 分别 为 它们 导出 欧 边 界 
ЖТ, MoS: (A) x So BHABHA, Fete р,9, Ht 
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得 下 列 二 条 件 宇 少 有 一 者 成 立 : 

(1) FERRA (fa) C mdi t, [fs] =1 Ree 
Спа ‘t, dgl — 1, f dif -»0(m— co) ,d$8— 0; 

(2) 存在 {jm} BJ COD DBLESEX (вњ), [enl 1, Be 
dif.—0(m—2o0),d£g,—0(m—o22, 

证 НОС5,(А) 知 ， 一 定 存 在 PP 满足 ， sk Imd5 + BJ m 
Imdi*' Bj, jj KerdiQimdit* 为 无 限 维 ， 由 第 二 章 引 理 知 ， 不 
ERP M, UERR IH mts 1711, Б dimt 

而 对 于 OCS (В) ATTE q, fi Imd; Л B] ndi Пай p 1E 
ш ++ Kerdi, П В А (2) 中 条 件 得 到 满足 ， 第 二 
种 情况 使 《ID 得 到 满足 。 由 此 知 条 件 (б, O 之 一 成 sr, 
反之 是 显然 的 。 证 毕 。 | 

命题 4.2 A—(A,, 7, A0, B= (By, Be) BARE EA. 
B Spc A) X Spe( B)|_|Spe( A) X Sp(B) CS, (La, Кв), 

irj 我 们 只 需 证 Spel A) X Sp(B) C Spe(La Rade iu B* RE B: 
йу Banach AGATA, BACAR Sp(B) 一 Sp(8"), 故我 们 只 . 
需 对 Spel A) x Sp(B*) ML aEBH BIuf , 

#E OES, (A) х5у(В* у, S] UE 0CSp (La, Ra), AA) Ж 
3.1 我 们 只 需 讨 论 C (2) MAMA S Su. 

CD 存在 非 紧 序列 {fa} s 111, Р Сағ) +, gc 
cimdik Y [а | “1 ›{#184%]—=0,@ „в 0. Хај ga s И] [| Х| 
=1 (d) i, 为 (La,Ra》 的 边界 算 于 ， 则 直接 验证 可 知 Pex, 
=d} Xm t (— idha Xmm (dif,, Qat (— rn @din SO ,. (m— 
сс), PRATT CIE FAL X, Е Ерс Па": 中 是 非 紧 的 。{jm] 是 非 紧 
BU, HIRST A PRR dist( fe sPan(fry-+y fm-1)) a2 0, В 


тат, |Р, fa’ > [S./1—-@ EL FR HI TE HH [Xn Хь + 


Imd Ji Vinal, WA E Bay Yo CT D sdb; Y € 


md? Ml) || Xin — X m EE AY + (—1)%4@„Ү,„ lle 
ІХ, — X» -EdL, Yid C— idrsY, | 

2|» ХаР УА C- 1YdssY 28 Ind | 

= [fn — fx +dr Y ig+( —1)?dnaY Eg, fa? | 

= |(fx=—f= fa» HAR CY ,g)Fe) + в,а Үр.) | 

= 1— |<f= fal 

=1 — /1—a?, 

Tie Ame A BSAC Tg adh"! (Tg), (ату Те 
WR fa € Gma tt fü Єттї >, БО {Xm} 必 是 非 紧 的 ， 
从 而 imitat ЭЕ] пр dé Kerd? а/а EAREN, T 是 必 
有 0ESpe(La,R a), 

(2) FERAI 1), Ип = 1s fm € (тда), ERR 
{ғ}, |gm [=1, 4E dhfs—0,d1.8.—0,(m— oo), & CLINT 
Ems Hd Al d?'* X,—0, Hj (1) 一 样 的 方法 可 以 证 明 (X4 + 
Imd?'7*'|fg E, ,/ImdP*e*t' 中 是 非 紧 的 ， 从 而 得 到 0 € Spe (La, 
Ra) HF B, 

为 证 明 以 下 的 主要 定理 ， 我 们 还 需 引 理 3.3， 其 证 明 可 按 [63 
一 样 的 方法 证 明 。 

1984.3 }ЕХ,Ү,2 为 三 个 Banach 空间 ， 并 且 Y WH, X 
AC€LO,Z),BCL(OY,Z), Н IMA CIMB fete C CL(X,Y), 使 
f$ A= BC, 

定理 4.4 BASCA, AnA B=(B,,... Ba) Jy Hilbert 2s 
间 瑟 上 的 交换 算 子 组 ， 则 我 们 有 
Spe(La, Ra) =Sp(A) x Spe(B)|_JSpe( A) х5,(В), 
证 和 包 会 关系 “二” 已 由 命题 3.8 ВРЕ, FARNERS. 
KRC”. RE A,B Mp Fredholmpy , (La, Кв) joy Fredholm, 
设 A,B* 为 Fredholm， 对 于 任意 XEA'TCsUt), LCH], X= 
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Xp,a s Kpa = Рр), А Ut AGE AtA e A bigs 风 
aX = dz Krati 107, Хра)» 
E X CKerd',W[xI— S] pg, p+a=r By 
di Xp. CC 1)? d 15! Xo is. 1 = 00 
我 们 对 r 分 三 种 不 同情 况 进行 讨论 
(1) sran, В X C Kerdr , i) X, = Xr ,ocp ФАХ, 
我 们 用 归纳 法 证 明 ， 在 在 wr; ;使 得 
К=@*!%,,,+ DPN Xp. P na, CK) 
其 中 Ps, Ny = Kerdi O шм 4+ НЕ, Puy Kerdi © Imi," 
的 投影 。 
因为 H= 1п0,,ФМь, НУ 283.3, 1 2,1 使 得 
X, = (— DAZ, + Xr, P sto > (4,1) 
Cr NAL d; rat C- Dd; pore 1.1=0, ЖМ 
Ra o IdE, Zr +1) X, i t) dr íEroPa = 0, 
PORA k di Xr oP aco =O RENIA 3.3 得 
Zr, 130 使 得 


市 七 人 = 


Xr Pu = dr 12 ,,о-+ Py, Х,,„Рмз, (4.2) 
XH di, CC 1), Z. C71) Ke-1) =0 m, Tf 在 Z:-1,: 使 得 
X, Hy Zr O— Puy t+ C^ 1) d$ Zeige E Kr Pu a. (4,3) 
把 上 式 代 入 dr Xr CT 1) dRe Xr- 0 $8 
dig ((—1) 7 dp 4 Zr sd (—1)'2X, . E dE 4 X, i iPu = 0, 

这 样 得 到 di, !X,- Py = 0. 

出 此 推 得 存在 Zi, fitis 

Kr Pa rdi Z, Pu, X, Pu, 

=d} Z Punt, +Pvu,- X: Pu,. (4,4) 

又 因为 di,QC- 17d; 4 £i C1) Xr) -0, 
所 以 有 2,4, 使 得 
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Xr- = dt 12+. pi — Pa) t € — 17d, Жа +X, Pu,s 


| ‚2. | (4,5) 
e ууз, 0 == Zo, nde Ут, m Zr (E — Pu HZ, Pus RES GD ~ 
~ (4.5), | Е 

Xr dU Wait (—1dy Wr + Рк „Х+,аРм„, 

Хь Wry HES D C dk Ze PN Xr Puy, 

X, = di Zl Pu) TC—1) di Zi usd Xr—252P igo 
:假设 已 有 Xp 1,4-1 

editi Wa it Co D?*'dg prisa 7 Pues: Xpcig- )Pua-us 


(4.6) 
Хр,а= 835 Zpen- Рм) +С D?! Zpa i b Pu Xp oP Ma 


(4,7) 


HE (4.7) А.ж TTB 
адс Pd Zo sans С 107 Хра) ЁЁ Xa Paua= 0, 
得 di X» Py, 一 0。 
.由 引 理 4,3， 存 在 Zeus e ER 
X, Pu «=й Z, +; a Ft PaoXp,aPma— dt 2, a; a Prat 
РиьКр,аРма» (4,8) 
X di; (DHL Zager HD 9X ал) 0 Доно di 
Хр. a a m dE Zx, a PE Pus ci) + С 1977 dg Zo aus t 
Xp. 1,44 Maso (4,9) 
2 Woe a= Los nall — Рма? +Z, i; «Para, Bat (4.60. ~ (4, 02 8р15 
Xp, iac im Ура зуда c CC 1)?" Woe ig 
[ + Pups iXpeig-1Patg-: 
Хр,а= 5 ws. a + ( — dis! Zori + PupXo, a Pun 
[recent teet to +; LP dR! Zp- tase 
Xo g+ P Mi 
-于 是 证 明了 当 он 时 ， 存 在 wy = ры, В РТА 
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r, 我 们 有 . 
Xpyq = dia Wuna С Pd $5 рин t PNoXp,P Mas 
Bl Х= Nra—dw DD РарХр, Рм 
È 


f. 
或 H'LOD,.(QLa,Ra)) = {SP up Xp, Paq Xp, a C АР, (50) £), 
LOH)1], 
(2) Fan, X= X», Xo; Qon DX € Kerd^, 用 与 O» 
IDEE GU A IE RT EL ШЕ ЕН {ДЕ was Bee wi, 119 
X, == c Dd Rawa HPN, Xa, P м, 


Xp, d рна tb C— 1)7d 55! wo, + Pn Xo Рма» 


Rat ata 


Rn m= d; Mint РлоХо,„ Рм, 
SEXA we S Рох, „Ри, F) 样 可 得 到 


H^(LOH) ,(CLA,Rg)) ={ Puy Ху Pu Хра CAR (50 2)  L(H)J, 
(3) nxrx2n,X = Xs, rcs 0X S, € Kerd', Wr (s ) 得 - 
Aia Krenn m0 
¿ dÈ „Хра CDD ds Xp- yar = 0, p+ qr 
das" Хп,к-п==й 
由 第 三 式 知 ， 存 在 Zara nay tE 
Хна —})"@ ра, nr T Pu, Xara? Mrono 
BR CD HERAT: w= Warn Ф Фалон HA 
Ad" + SPvpXp,oP Meo 
于 是 ;也有 HLH), (La, зу) =(2!Pyu, Xp, P ua Xp, € AP 
DGUOD,LGDJ,Zi fr G). (2), (3) 可 知 ， 对 一 切 +, imar 具有- 
闭 值 域 且 dimH'- у dimN;-dimM,« co, F JE CLA, Ra) Fred- 
holm 算 子 组 。 证 毕 。 


有 了 定理 4 .4， 我 们 用 解析 演算 多 谱 映照 定理 就 有 了 初等 Ж. 
子 的 本 质谱 表达 式 。 
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定理 4.5 E A=(A,,--, A.A B= (By, … By) А Hilbertzs 
НН БАЙТА, REHA, В 导出 的 初等 算 子 ， 则 


Spe(R)—{ 2 20; a= (45, 7,04) .8= (Bi, BR, 


(4,8) C Sp A) x Sp(B) ) 
BK (0,8) ESPA) x Sp. (B)), 
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第 八 章 ” 闭 算 子 组 的 联合 谱 


$1 引言 


在 本 章 中 我 们 将 讨论 闭 算 子 组 的 联合 谢 。 首 光 引 起 兴趣 的 是 : 
:应 该 怎样 定义 无 界 算 子 组 的 联合 庶 ， 使 它 成 为 JL, Taylor 所 定 . 

文 的 有 界 算 子 组 的 联合 谱 的 自然 而 合理 的 推广 。 

E 忆 单个 算 子 的 情况 。 设 AW Banach 空间 筷 到 自身 前 线 
HEFT (PEAR) 。 

ЖУ ER—AGX—XÉ—B, HGA ELX), WK z WA 
的 更 和 解 值 (z C 0(A)) BUR ЕР A ПД: Єо(А)), 

Mz—ÀAYy'E€LODB, C-A НЕГ, HT А йр. 
+. РЇ А 不 是 闭 算 子 时 p(4) 为 空 集 ， 整 个 复 平面 都 是 АҢ 
讲 , 这 对， 我 们 很 玲 用 oC&) 来 反 蜡 A 的 特 往 。 关 此 我 们 感 兴 趣 的 
主要 是 研究 闵 算 子 的 谱 。 上 述 定义 可 以 换 咸 本 质 上 相同 的 甸 一 -种 
形式 ， 

定义 若 z 一 4 为 一 对 一 前 ， 它 的 值 域 在 和 中 筒 密 , 而 且 
(G-A 在 此 值 域 上 连续 ， 则 称 z 为 А ПЖ (т< р(А)); 2 
则 称 z 为 A 的 说 (zE0(4))。 | 

对 于 闭 算 子 A ж DCDCGAONÀ 4 的 任何 一 个 核 b CHI 
SODA). fe Df. f Afire Af), 1а А-А|ь BA 
容易 证 明 ， 按 照 前 一 定义 ，z 为 A, BUI SE SERA X ЖОНЕ. 
后 一 定义 ，z 为 4 ТОШ {Н RO. 对 于 可 六 余子 А жй, ШЖ 

CQG—À)'€LOOD ,我 们 就 可 以 称 z 为 A RP RAE. 
对 于 可 闭 算 于 。 记 单个 算 子 z 一 4 记 组 成 的 算 子 组 的 Koszul 
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BIEN 
d 
К —=Х—-х———0, 

FERS ат Ит х А. WEES TAT RH, z€ (А) 
HRYC- A) TELOO, BIDS Н BUS EJÉ 

d 

(Q——X——X—-—-» 
HESH 
仿 此 ， 对 算 子 组 A= (Ape ADE, Ж Koszul 复 形 
dn | d 
O— + EC X)—> Eg-i10X)——-—-—Ei(X)-—-0 

JERR, BARNETAN z= (21,55,29) 为 А RHE 
也 就 是 对 可 闲 算 子 组 来 说 。， 用 边界 算 字 的 阿 包 tz 一 入) 来 定义 
正则 性 ,也 许 是 但 理 的 。 但 是 ,我 们 不 知道 ,分 0 H 4 A) 和 


9.02 A) 两 种 方法 定义 正则 性 是 否 会 有 本 质 差别 ， 特 别 是 对 闭 
牌子 组 来 说 二 者 基 否 一 至 也 得 不 到 证 朋 。Eschmiev 在 [731 中 对 . 
PC) < 中 的 情况 是 用 如 (z 一 4) 定义 正则 的 ， 我 们 也 不 知 这 两 
竺 正则 性 是 否 一 致 。 l 


$2 闭 算 子 联合 谱 的 定义 


为 方便 ,以 下 仅 考虑 Hilbert 空间 。 设 是 是 复 Hilbert 空间 ， 
A= (A)... AnH H хват. & D; —H, 对 于 不 大 于 n 


Tip EROS hc ost Deo [€ ADA; » AXE 


| Dy 5,5, }» 类 似 地 对 于 A= (At st At) , EX DID? p uü 
aR, Misi) О А, Фаз ees gta} 时 ， 有 Ру.» Рі, из 和 D$. C 


гуж 
DA aig е 


» [48 а 


dc EE GgRdITABÓEA-G.i -,A0 满足 条 件 G , 
€D 234 x € CAiADIDCA;A D BF, B 
CA;A x-- Aj Aux; 


(2) 了 ba yam =H, 

我 们 记 E; C A, H) = ‚©, Dna Gi As A А52). BR, 
-ESCA, Hy fe ЕНУ, 

WF xC D;, j RMS 

dg CA) Qj, A е Азы) = 2 I 'А рх, А MASA S A Sipe 
这 样 ， 对 于 每 个 p, BRT —4ESCA,H) ЈЕ, CA, ED BS ИЕ 
Wa dp CA) Ф S B TE A ELUES ide dp, ; 0 PNG (E CÀ, HD, 
d;CÀ))HE— PEERUD, di CADREXIAERECT. 

82.1 对 于 每 个 了 ， a. (ABA. 

证 明 因为 E, (A, E Ep PRB, BEI d$ (А) 
1. XPTAE— BIEBIxS A e Asi, EDT, La GO GLA m Л) 32 
Ri) m oem n INS) XL Yiia А" AS 

. ETT: 
E, CA, H) ‚Ж 
(4. X Nic opa ak, A tt рал хз, A А8 ) 
fa- "eai 


-( 2) Ук, Kp Sk, I "° Asa, AT posi, ASRA = Asi), 


IET 
Ej UE xs; A. As; € Dd}, CADO Б 
л—% 
G$. СА уху, Ao A Sj = a AT S Asi Ac ASI, 
A 
ШАГ POD (pe se OHA AS, EH 
UT 一 (1, 2,-- пу stp} Ёа. . А) ҖЕ, СН)» 


Ej, MERE RR AEE, Hast, CA) - d CA), 
E do, CA) 是 可 闭 的 。 
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命题 2.2 {р(‹4),1} 是 一 个 链 复 形 。 
证 BI (Imd,,,)^ = Kerd*,, 和 mdp, ,— Kerd;, 我 们 有 


Kerd*,, = (Imdp,1) *— (Kerd;): D (Kerdj)! —1m.* 。 于 $, 
{рса 0 dt. . ра EIB. H Kernat ,一 Im 可 知 Imdp, 1 
Ker dp, Bl(D(dp) d.) 是 链 复 形 。 


定义 2.3 如 果 链 复 形 (Dds), dy) ES, ПАСА, 
--- 42 ВЛЕ 对 于 =en) ЄС", Tap OT A z— A= 
(z— À,,-,z,— Ал) REW, RAR ЖЕЕ АНЖИР. - 
ШК z 为 4 的 一 个 诬 点 (zESr(A))。 


$3 基本 性 质 
命题 3.1 MRA 正则 ， 则 对 每 一 个 p, 有 


Imd,,, =Imd,,, = Kerd; = Ker dpo 


证 明 XHE-— Clmd,,,, FETE Eo C DI OW Sp. bo= ть, 
即 存在 一 列 (2. С Ра, 2, 满足 Em — Eo ds, Sm T (0 00) . A 
DE no € Imd;, ,&1 Imdp, C Imd;,, o 因为 KerdyCC Kerd; 和 Kerdp 是 
ВЖ, Bibi Kerd, C Kerd, o 

53 —J;iilmd, c Kerd, BERRY, MERDE 

Imd ;,.c-Imd;,, c: Kerd, c Kerdy , 

当 А ТЕРШЕ], Imd,.— Kergs ,于 是 四 者 相等 。 证 毕 。 

EZA Н= ФЕ}СН) ERIE ЖЕ a(A), 


D(@(A)) = ®Гр (dj) прса, ,)1, 
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d, 0 eed 0 
0 da- 0 ct., 0 
а (Ау u 
0 0 0 0 ct 
L 0 0 d. 0 a 


命题 3.2 «ААН EARHART. 

证 р e,ne DGGCAD, 由 计算 可 以 知道 

LALANNE = Q, a А)&у Н z CAD 是 对 称 算 子 。 对 每 个 p. 
D(4á,)[ ID(6*,,)=F,@G;— ММ, 在 此 


Pp== Kerdy( |DCd$,,), Gp= Imd} MD), 


Мр= Кега*,, }D(dp), N;--Imd,, f 1D(d,,), 
We Fr, Gp, Mp, Np 满足 性 质 


(1) dgCFp =4%,,(©ру==й(Мр) =@%,, (Mp ={0}з 


(2) dp(Gp) =dy(Mp) —Imd,, 
接 下 来 要 证 明 Оа CA)*) CD (а(А)), Ж + AE fj — TEE 


Di AY), THERCH ЕВУ 1€ Ра (А)), 有 
La (А )1,5) = (1, h5, 

& Š = 4.0 --. Plo h hag Dh a Hop Er, hpEE3CH)。 对 于 
任何 固定 前 p ЖИЕ трка) 1DGT,,5, $14 21-09-00 
Gnep0Q--o0, на C#) 得 

46$ c1 1}р,ёр+12 + Xdgtip Ep_ > == QR, hp), (жж) 
H бр, ÉS ФА), р HE DEY. р S HOHEM 


но АЭ, Нан £9), € Ketd,, , 44) PE Є Imd * Pris MA, un C Kerd,. 1. 
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2), Стаб; CM;, WENp, AYE Kerdt,,, WP Elmar. 


DI RE Br m € D(d, рса, >, AC * ) X uj 18. 
i (d$ tp, E20 = Cat NY ey? A= a py 
= (1) hp ON О?» = (ту hed, 


FERED m — 0,6 € DG.) xx Ba, € Kerat, , 1p € йр, 
DCA, i)a Яа, ED = Са отр, 00 = Cp, hg?) = 
Op, R7» Xx RE EV), EDGE) 1.0, =... 

JE WT uE EP, C DCP) Kerdi = Fpa Hoe p RHE RAY, 


Bi EU AES pEr ЄР Ep — DI) ID (аў), EE D(A(A)). TE 
tE, 

定理 3.3 А(А,,...,А„у uk WU B ESSA FER (@(A)) EL 
ED, | 

证 必要 性 AANA р, Kerd,—Imd4;,,, Bopp Ima* = 
Kerdz,, B E; (H)=Imdp, Imd}, ИЩ ГАП, а(А) Жї, И 
fi (a(A)) ІСН), | 

充分 性 AHEM S; C Kerdi, 54-00 --. ФоФфёФф---Ф0, hi 
存在 N= |D бл EG Dlaca)) ‚Да a( A)m= Ë, x 这 样 ， dy,, f, + 
OF tpi =p, thd} тю-\ € Ime? арар, ; Er c Kerds, 得 сж "-1=0, H 
此 dp. itp. :— £p, (D(a) aE, WES, 

BE io AE TH xs A > Asp CT 1) 'xs A e A si ЕЙ ДЕ; (Hy 
Ж] E; (H) 的 同 恋 ， 其 中 (yd) (1,2, AC, ZUM 
ё = 51 —р—п,Р ЖН 上 的 同 态 ， 
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тїшї) 


显然 了 是 十 上 的 西 算 子 且 F-' 一 (一 1) 3 F, 
WHE vo ise Ios Gandia m (o tthe 0 je) TIE 
fi x EDF,- i M Das ith A 
Їр-1°@р( А* уху, A c Aj, 0$ P ua CAD орх, A se Л ро 
这 样 下 图 是 变换 的 ， 


d,CA* ) 


oe ES (Da. a n DY 2 в) > Б.а за Di a — = 
i», m 
‚ж 
ür- А 
ER. (Dian mDt 2*3 (A) V gt Daa UD... =a 


淆 似 地 ， 对 任何 了 Gi, idola (i lass) ={1, ону». 
… jp} 和 x€Dj;.;, (ID... ss 我 们 有 


in-p, 190% ра. CA® sn, A + A Sia | dp CA) in psi, A + A sin ss 
H FE 2 
diripta" 


Lj 
Ез у+1 em 


Er_ytD з. През.) 


fay Y Ia 9.1 1 


| аА, 
aa Ep Diaa Dira Epal Daiga NDI a. 0) | om 


我 们 用 e^ (А) EI ANEDE De Праз.) ЕЮ, 


即 e! CA) -aCA)| OE; CD, NDE.) a? CA) Fla” (AA) 
ята CA) st a^ (AD MR A, Ш 
a’ (A)ca' (Ауса(ГА)у=а*#*(Ау=в*”(А)* 


sl a’ (A?) ca’ (At) CcatA*) =a@*( A") ca! (A*)*, 
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$5 3.4 
(1) AA ES GE;(0,,..C101:.2, n 
Fa’ (A*) =a (AF8; 

(2) F (Da? (A*)) =D (A)), 

证 (1) MxCD,;.(1Dt,...nB, 出 

ip-iedp( А* ) xs; A Л зур. CÀDeloxsi A Asi, 

ZI inscio е рна CAM XS A е A SiL, m dp(A oin рз, A A Sj,» 
经 计算 可 知 对 任何 5 € GET (D... DIa)» 
Fa’ (A*)E=a’ (AFE, 

(2) E=; Фё CcD(a (A)), ТЕ AEC 
EO 1011.0 RAY m coi, 576, Hlima’ СА) Е" 
Ж. BAY morj, Рё" Её, Н a'(A)FE" — Fa’ (AE үү 
一 极限 。 因 此 当 FEC D( (A)) ,FED(a' (A*))] Da (A5), 
Ribu, P-4LD (a? (A)]]C D(a (A*)), SEXE, 

3x 112-3) VCA) A VCA*) A fl aCA* D I] Cayley a 
$, Bil 

V(A) = (i -a(A))(i—a(A))7!, 

O V(À*) = (i-a(A*))( Ci -8(A*))71, 


BD осА) аА") JE ЗЕН, BILVCA)RLV CAD. ЖН 
上 上 的 丁 算 子 。 | 

命题 3.5 FVCA')-V(ADF, 

证 R Ho=(—t—-a(A*)) IDE} Gf1Dti.0. AW 


ФЕ; (Р... DY a) FE HRB BR —1—aCA*)) 80H BY , Br 


2 но Н, WRECH.,$=(—i—@( A"), 则 由 命题 
© 154 * 


3.4, PV(A*)E=F(i—a(A*) §=F(i—a! (А*)у)& 
= (i—a' (A))FE=(i—a( A) FC, 
因为 9 FE=F(~i—a(A*))€=(—i—a(A)) Fe, 
FC=(—i—@(A))" FE, _ 

所 以 对 <E Ho,FVCA*)5- VCA)FE Eq? Ho J& H MA S + Ж, 


这 一 等 式 对 所 有 &E 王 者 成立 ， 且 下 图 成 交换 ， 


证 毕 。 
命题 3.6 (1) F(D(a(A*)))}=D(acA)); 
(2) 34 £C D(a(A*)), A Fa(A*)&—a(A)FE, 


证 (D 4N,(A*)=[Im -i-e (A*)) 14, 
N,CA)—UIm(—i-a' Ar, 
对 任何 &ED (a (А*)), ft ig — p| (E"}2- OE; (Du. 3 
D*.,), iig ETE Ble! (A*)E"—a" (A*)£(On 00) „ 3X F, 
Fal A*)&=:limFa’ (А*)2":-- lima’ (A) F£" =a (A)FE, 


另 一 方面 , H= Im(—i—@ (A"))@ [im (—1—а7 (A*))3* 


mi (A) 图 [Im (-i-3/ (A) Tw 
my EC Im (—i—a’ (A*)) BEI nC DC-i a^ CAD, RIN 
(FE, (Cie (A) ym) = (6,F-1( ia^ (A) 
= <&,(—i—a/ (A*)F- = 0, 
TE Ер —i—a! (A*)}] c [Im( i —2^ (A) T+, 
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ifs, Foo cime—i—a’(A))}2 1ш (ia (À*))3*, 
.因此 我 们 有 FN,(A*)=N,(A), 
RE Age REG Von-Neumann 527/535 CE 11201 定 
38 8.12» Altri 3.5 
FD(a(A*)) =FD(a’ (A*)) + (FE—FV(A*)E,£CN.CA*)] 
= D(a’ (A))+{FE~V(A) FE EEN, (A*)} 
= Dal (Ау) 4 (qS—VCAyS€ М,(А)} 
=D(a(A)), 
(2 HE=f4E-V( AEC D(GCAYD) , 其 中 


Eg € D(a? (А*)),&СМ, СА"), Ш 


Fal A*) E= Fa( A* £g F GU+V(A*) (1—У(а*))7* 
*«(I-VCÀ*)))FÉ 
= Fa’ (A")Eg4+-FUGU+V(A")E 


=@’ (A)FEp ti U4 VC(A)) FE 
=а(А)Е& ti GAVA UVA)! 
* (FE—V(A)FE)) | 
=a(A)F£y+@(A)(FE—V(A}FE) 
=a@( A) (PE, +FE—V(A)FE) 
—C(A)F(Ey--£ —V(A*)8) 
=atA)FE, 

Dtact- 5 - Dia Aya 

HA) + F «A23 

H-— H 


Ж 3.7 A= (A, An) ЖЛЕ ИЛЕ ЛУ BURRI EA" = 
(A", , AS) ЛЕТШ, f 

证 直接 从 证 题 3.6 和 定理 3.3 得 出 。 

定理 3.8 А=‹(А,,.-}А„) 是 正则 的 充分 且 必 机 条 件 是 对 此 


Ap, a dot dy, dta, dp ЕСИ) ЛЫ T, 
证 He (A) — 6 (ads + dp, dt.) ДЕҢ ЖЕ IS, BA 


ТИШ <=»а(А)-1Є L(H) <=> Ima (A) = He mat CA) = He 


aA) €L OD) «= fg p, (dtap + do, 8941)  €L (FI (HD), 
us, 

定理 3.9 50А) C" 中 的 闭 集 。 

证 dEnCco(A), Ща (А — 2)  deC A) — do C2) 109, (А 2) 


—ád*,, (A) —áf,, CO нр DA —2)) = DE (A) fü DCGT, , 
4A—2)) = D(dt ,, CAD AEDA- 2)) = DCa( A5), Ha CA —z) 
—a(A-z)--G8(z —2), FCA —201 ARH jaa 2»|— 
[zo — z] „АДЫ r2» 0, ЕЗ ОҢ |z —zo] cr BY, (ze —z)a(A—z)~* |] 
<L kh A- 2) Fit, BER 3.3 A~ 正则 。 因 此 P(A) 
为 开 集 ， 妈 S;,CA N РД, 


$ 4 无 界 正常 算 子 组 的 联合 谱 
在 本 节 中 ， 我 们 将 研究 正常 算 子 组 A-(À. A0. RISE 
常 算 子 的 讲 定 理 ， 可 以 证 明 
引 理 4.1 假设 AL, As WIEBKE, А. (Ade), Arm 
{а,б „ДА,А, BBE SAD Lae WATS 
{DC DCA,ADUTIDCA,AQ В x€ DHR A Aux A,A.x) 的 充 
a 157 « 


分 必要 条 件 是 对 任何 和 和 ,和 ,EC 和) 和 Ba (А), 

由 此 引 理 喜 接 可 得 

命题 4.2 正常 算 子 组 А=(А,,--,А„) Lj ды ($25 
的 完 分 必要 条 件 是 它们 的 谱 测 度 两 两 可 交换 。 

证 从 引 理 4.1 直 接 可 得 ， 只 需 注 意 到 Dis „Гр, „ЭМ Br 
Bj. XH M (EID eESQOx;xCH,I AER RARE). ШЕКЕ 


жуаз 如 果 算 子 4 И АЫ SEER, Ж АЖЕ 


Азю, 
ER 4.4 Soy Hilbert 空间 五 二 的 对 称 算 子 ， 记 C0» 


一 fincm Ji C" GRE f, # 33k t(f)2>0, i 3L ET 571 


оода LADRE, WE LS OT. 

5|384.5 (Nelson) $T% Hilbert 空间 百 上 的 对 称 算 子 ， 
好景 工 的 解析 向 量 集合 是 稠密 的 ， 则 工 是 本 性 让 共 印 的 。 

证 参见 [120] 

引 理 4.6 A. A, E n 4 B | 度 可 交换 的 正常 算 了 了， DE 
S=A,At+--+AnAt ЖЕРЕ B ЕЕН, 

WE & M={E,U,) -EHIDXESN A; R HEU EF, DOS Ж Ж 
ЖЖ, x€H), BD MCE DCA AD -DGD, BFL 5 HE. бе. 


(AADI +--+ (А.А) DA ATL РАА «S, El, S XL BK 
的 。 В f= Е, U) -Eo EM, A SI—EQIE- En (I, SF, B 
f€C"(S), Bid N= E ASAE (Т) |, Ml 1571сом, 级 
DSTI cost up cgi, Мр жый: S 的 解析 向 量 。 


neg 


H151384.5, SHARP ASR. ПЕ, 
定理 4.7 EASA peA) 为 谱 测 度 可 交换 的 正常 算 子 - 
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JH, А 奇 蜡 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 列 xa EE 满足 ，|xml 二 1 E 
Atm 00m 00, f= 1, n). | mM 
证 设 和 集合 M 和 引 理 4,6 中 相同 ， 工 = 工 (M) 为 M 的 线性 张 。 
[ii x CL вру А(А*х=А*А хх, 所 以 ， 由 计 算 AH. dido 
<, dt, [EZ = Ф: РУТЬ ТЕ Ee Bl 
#845, SB 1 AM (do - do. 63.) ES CO) WARE EM. 18. 


(6tdp+dp..0%,,) 2 Ase, H. 


(ddp + dps 0} 1) D (ds dps 45.1) | pa czy ° 


:因此 (d1d,4-dp, d$, ) = (ido dy dt...) ERG = 5 |2, 


{85| 8,107 5188 4.6, CDS Xs АЗА, AH 
ўа 4 dy, @++ = ®5 = QCGA,AT + AAt de 

ЩАЗИ, ЩЕ 3.3 存 在 一 列 x= € H, |х, — 1, CA AT+ 
e HARA) Xm Cm 00) „ xk Bb, [Ахы R + + | Ахы" = 
LAAF L... + An A®) Xm XS S (AAT + HAAT) Xmll>0, BT 
її — 5] К, Арха 20, 

反 过 来 ， ТЕ хы € Г] DCAD ‚хы. |= 1, Aera 0, 


(n5, K 1, 0) JJ ЁТ = E хез, 显然 ёт E DCI) 门 Da) „ 


jdn =0@- Фё € D(aC AY) RITE lEn] =n na AEn, В 
JeCA)ZRnIÉ, hEm, A AEQ ick, 
定理 4.7 老 明 : 对 无 界 正常 算 子 组 A= (A,,--+,An) 来 说 ， 它 
:前 联合 谱 就 是 联合 近 位 点 六 o. (A), 
定理 4.8 18 А=(А,,..-,А„) HEMP ERE 8 8 
dB, EW А, 的 谱 测 度 ，E 一 ПЕ, д) 
Spl A) —suDDE, 
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证 HALT, S:(A) =0,(А), 由 谱 测 度 的 知识 立即 可 
A 0. (À) =ЅиррЕ i5, 

ATERA TAHRAN, Eschmeier 在 [73] 中 曾 在 PT) ae 
o 的 情形 下 给 出 过 一 个 定义 。 

定义 4.9 T= y ,Tx) 是 无 界 闭 算 子 组 . BEES: C р(Т{)„, 
A= (E T, g CE: — Tad!) MJ T ВЕЗУ 


e) {6 5 АСА} 66s „1 ocd ate 
Spe (T) = ÔA p(T) BT ARATE. 
Eschmier 的 这 一 定义 也 可 用 Koszul HEKE, PRAW 


界 算 子 的 闭 包 ， 和 本 章 的 定义 不 同 。 二 者 间 的 关系 是 没有 解决 的 
问题 。 
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第 九 音 ”无 界 算 子 代数 与 联合 谱 


Banach 代数 与 C* 代数 理论 是 研究 有 界线 性 算 子 的 有 力 工 
其 ， 也 是 联合 谱 理 论 中 不 可 马 少 的 基础 。 这 在 研究 正常 算 子 组 和 
一 类 非 正常 算 子 组 的 过 程 中 ， 曾 有 不 少 体现 。 本 章 将 讨论 交换 的 
无 界 正 常 算 子 组 ， 这 在 多 参数 系统 理论 中 可 看 到 它 确实 具有 实际 
AR ABANA Ct 代数 理论 不 能 直接 应 朋 了 。 幸 好 我 们 KA 
了 处理 无 界 算 子 的 适用 工 其 一 一 GB” 代数 和 EC* 代数， 这 是 两 
-类 无 界 算 子 代数 ( [36] 、 588] ) 。 


$1 GB* 代 数 与 Ec* 代 数 


设 .az 是 具有 单位 元 e 的 Hausdorff Jag inm ACB BARC 1). 
元 素 x € .好 称 为 是 有 界 的 如 果 春 在 一 个 非 零 复数 A, BAX), 
n—1,2,-) E oS PHAR, RDE uf {ТИН OG EA 
Soo WEED xC of, k RM T x ИЖЕ р(х), JUR Xe-x 存在 
WIE Р ao s x BOE OC REL, C No G0 33 x € afi, E 
规定 co Coa G0, 

A 可 进一步 称 为 局 部 门 * 代 数 ， 如 果 of 还 定义 了 一 个 对 合 
XOX", PL) = (xy)*=y"x", (axt By)" =ах"+ Ву", 
BAUS xC slo, 4 BAR x* Coro, М [ЇЇ 

о(х*) = {А ;АЄо(х)) (E = оо), 

ЖЕЎ хЄ ІЕМ, Xp x*x—xx* xC. of CERA 
HER, # xxt, . 

da BPR RR, CORE PRE R ig sZ 的 
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TR Bw. 
(1) ВАХИ, Вас В,есв; 
(2) Br. НЕЛЯ НУ: 
(3) B—B*, 
定义 1.1 一 个 淮 完备 [361 前 局 部 凸 * 代 数 7, UE dq 
元 ， 称 为 一 个 GB? RR, HOWE 
(1) of JESS CHI x Ciel, etats SHRM) ; 
00050 B" 中 有 最 大 元 。《 记 这 最 天 元 为 Bo), 
下面 给 出 СВ" 代数 的 一 些 基 本 的 或 后 面 要 用 的 性 ЛИ, Ug 
BO TERRES TS py Allan[361, 
定理 1,2 Ut GB ARR, Io (Ва) – (Ах: AEC, 
хСВо), WD, 导出 的 Minkowski {7 tg. (Bo 成为 一 个 共 
有 单位 元 的 B* 代数 ， 〈 指 具有 对 全 的 Banach f Н fE 
HIEL, AHIS E S (Bo), 
推论 1.3 324 FIN GB* itae Banach 代数 , Д] og: 必 有 是 
一 个 下 代数 。 反 之 ， 任 何 BY 代数 是 一 个 GB* 代数 。 

0 03$ 54€ BP RR СВ" 代数 时 ， 可 以 验 RE, E 时 #.af = 
54 (Во), RIJE Mo 是 .wwe 上 的 非 零 可 乘 线性 泛 函 全 性， 在 弱 К dh. 
ThE (Мо, 0) CRAMAR RRS [B], 

定理 1.4 设 是 一 个 交换 的 GB* 代 数 , 并 且 带 有 单位 元 ， 
则 对 和 任意 EMo， 存 在 唯一 的 一 个 ELMS р’, 19 
(1) «4 dé p 的 一 个 扩张 。 
(2) of 是 下 面 意义 下 的 “部 分 网 态 ” ， 
(a) фФ'(Ах) =Ар (x) (ACC, xe) 《规定 0eoo 一 0# 
(b) ф(х +) =p CX) TP XY ` (x; 9X2 C Of ,ф'(х1), 
qi (42) 7B ЇЙ ЕЛИ оо); | 
(c) of (Xe) =P AP (0) (Xi, x, C Z, 9! (Do CAO. 
HY BE 0- OBR co. 0 #30) s 
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(d) gx) = (x) GR AES = оо), 
我 们 注意 型 这 种 e^ ЖЕ 际 上 是 将 of. LOBOEDU ГЕЕВ РЕ Ў mM 
CP RATE? wz 上 ， 这 个 定理 的 证 明 思 想 与 第 八 章 中 介绍 的 
Eshmeier fPRGRMSAb, BHA A BUS PURUS we e dE 
ЖЕП o 的 可 乘 性 将 o 延 拓 到 如上 ， 然 后 再 根据 .oz 中 每 个 元 有 T 
‘IRE MX Atk, BD o 延 拓 到 整个 s 上， 从 而 也 可 看 到 ， 
上 面 一 些 规 定 也 完全 出 于 自然 。 
MA FR He GB" POI UT = 57 (Bo) 上 有 Gelfand 3€ 
Ж х X =ф(х),ф M6。 现在 我 们 可 以 把 这 个 表示 延 拓 到 .x 上 去 ， 
x— x = p(x} x € uf 9 € Mo, 
注意 到 xc x Int, X JE Mo 上 的 连续 函数 ， Wix € sf 时 ， 只 能 
хам. Её (PB, ERNA 
定理 1.5 设 .% 是 一 个 交换 的 GB" 代数 并 带 有 单位 元 , 则 泛 范 
表示 xx Bol Bl Mo „ёр ж ARPA EST 
Hy, WELSÁSLARCT Br Ma 上 的 C 值 连续 函数 爹 体 。 
推论 1.6 ШЕК, WHER x€ w, F 
о(х) = Ute) e € Mo), 
现在 我 们 再 简单 介绍 一 下 ЕС 代数 的 定义 。 с. 
定义 1.7 H.E Hilbert 空间 ， 多 是 五 的 一 个 稠 子 空 间 。 
IL( 多 ) 记 为 多 上 内 有 线性 算 子 ,( 不 必 有 界 ) 全 体 ， 设 铬 是 带 恒 等 算 
子 1 的 L( 儿 ) 的 一 个 子 代数 ,人 Y 称 为 多 上 一 个 ЕС» 代数 ,如 果 满 足 
FIRE: —— 
а) FEY 上 前 一 个 对 合 T->T+* ， 和 从 得 对 任何 &,1E 儿 和 
"TE, 有 TED = G Tis 
(2) ie, ЗВЕРА, SUE At T € ay, 
有 (1Y2aT)-IEB 0 | | 
(D 记 工 为 了 的 算 子 闭 包 (由 (1) 不 难看 到 每 个 TE 都 是 
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可 闭 算 子 )， 则 多 ,一 {了 ,TE qs} 是 一 个 C* 代 数 。 
$2 无 界 正 常 算 子 组 


无 界 正常 算 子 包含 了 有 界 正常 算 子 ， 下 面 若 不 特别 声明 ， 正 
常 算 子 组 可 以 是 无 界 的 。 

EX. 正常 算 子 组 4= (A, An) BRA CREAN Be A; А 
ERE E; нр ФАА, В P P =P P,, PCE, P; CE; ,1=t1,. 
Pn, | 

MORI ZES ANE $ 4, RAEI ER 

定义 2,2 WE À—(AÀ, An) 是 交换 的 正常 算 子 组 ， 则 和 妇 的 
联合 谱 定 义 为 

SFC(A)=SuppE, Е WA Be Pit Bi HE. 

A 的 扩充 联合 谱 定 义 为 
$рк(А)=Бирр Ë 


R Ë E: 名 上 的 谱 测 度 ,; 对 任意 CF 上 的 Borel 集 4， 
E (A) -E(A(1C9), 


BAR SKA)=C ПРА), 5А) - SCIO. (Co 中 的 所 
£) , BR DEHSUHBSSICAYEISe CA) ,各 有 特别 之 ARS 4E Ж 
数理 论 中 并 没有 实际 意义 ， 所 以 SpC&) 用 起 来 比较 实际 ， 特 别 
在 下 一 章 中 我 们 将 看 到 ，Syp( 丰 ) 有 较 好 的 几何 FE Ж, Sea(A) 
却 又 在 算 子 理论 和 算 子 代数 中 显得 自然 。 

下 面 我 们 讨论 由 .上 述 А 生成 的 ЕС* 代数 和 GB" 代数 。 

定理 2.3 ША (А.А) ERRERA T H, ERA 
WERENT, < 是 所 有 在 SuppB LERSE 3k. D= 


门 ,eeD4EGd)， 这 里 DEG) RARE ED) = |f(z?dB(z) 的 定 
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ХЕ, MD 在 H аЙ ДЕН ЕТМ ЕС), UEF DIE 3E 
FSR HAD E A= (Е(р); ТЄ 名} HARK, 

wa={EPos f] € E D 上 的 一 个 闭 的 交换 EC* ARR, Э 
H E(J)p dem EG) Æ D EART 

证 取 一 列 C" 中 的 紧 子 集 (Amy Аў ңа T C^, 易 知 这 时 


和 DED = (кен, | opaco 


Ec)yx- hm. AMBOS, x€ DOG, 
m — оо, m Supp 


此 外 显然 有 对 任何 CE, EG E H Fñ IE ЖГ, Ж 
H EGO FAY НАЧ f Æ SuppE 上 有 界 。 

现 对 任意 xcH, 有 EctAn)xED F x--limb(Amn)x, ak RB De 
# H PR, WR. ЄР WxCD, 我 们 有 херс 
D(E(fg)) NDE) C D(E(J)*E(g)), Milf EGOx€ DOG, 
因此 D BAe Els) EF AAEM. iB T—EGOD, WHET 
xED(E(e)), BIA 

Хь = E An)xe € D,m-—1,2, "* 
[ха — Xo || + PT xm —E Ceo [ 
= [Е(А ухо + JECAZ)E(g)x0l| +0 — (n9), 

这 就 证 得 了 对 任意 CF, E(g) = Еву, BIDE EC) t, 

更 令 多 一 {E( 力 pg EF), 显然 BW 是 具有 单位 元 19 的 LC(D》 
PRK PART RR. EMY 中 的 一 个 对 合 为 


E(f)p>(E(f)n)*=ECF р, 
注意 到 CZ 时 有 了 CF НЕС) SE ,显然 名 满 足 定义 1.7 
中 的 条 件 (1)。 另 外 区 7E #7, CEDEN =F (s 
ERs. BAM PELIS, [ЕС | —suP C(I£02] ; z€suppE), [N 
ЖАД ШЕН gY = (EGO s JEF sf TE suppE 上 有 界 } 成 为 一 个 C* 
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JUR. RIE TY 是 卫 上 的 一 个 EC* 代数 。 儿 的 闭 性 是 B D 
WELDED (BH Гаал >. WEE. 

定理 2.4 X — (ECOL 了 EF} 可 以 引进 下 面 的 度量 Pp 而 成 为 
一 个 可 分 的 有 单位 元 的 交换 GB* Rae, wE 

1 |ECAD(G—7:.1 
eC Tj) ~ 5p ЕСА СТ, Ta] 

Jb, TT C of, (An) JE PURA AST С С 中 的 紧 子 集 。 

证 ot FE BY EYER PaT – ECAD T|, TC Z, Bi 
ДАШ P ИР AR, ЛА of 的 函数 模型 易 证 s 的 完备 性 。 显 然 ， 


XHERICS, THEE) BARRE (trr) 因此 oz 是 


对 称 的 。 设 Be={T Cy Pa(T) <1 ,n=—1,2,--}, MJ B, C 2", M 
证 Be 是 B* 中 的 最 大 元 。 
ER BCH, HTCB, WT*CB, дЫ О=Т*ТЄВ, 从 而 


Q'CB, mn=1,2,…。 如 果 TEB， 则 存在 使 Pu (Т) 21, B 


此 P, (Q) =P, (T2) 六 1， 这 样 就 有 Pu(T2 —Р,)0)° 9,3 
ЭВ ЮНАН, ALOAT CBs, MBSB., В Ж, 
据 定 义 1.1 我 们 有 s 是 一 个 GB* 代数 ， 它 有 单位 元 ， 可 分 和 交 
HAR BRIS, GE, | 

His of 上 还 可 以 引进 其 它 拓扑 成 为 GB" 代数 ,如 Inoue[ 88 J 


中 曾 对 EC* 代数 多 上 定义 了 弱 拓 扑 ， 并 指出 多 EBAI 为 
一 个 GB* 代数 。 但 Allan[36] 证 有 明了， 在 某 种 意义 下， <£ 上 的 
GB* 拓扑 是 等 价 的 〈 不 是 指 拓 扑 等 价 》 。 以 后 我 们 将 采 用 定 za 
2.4 RHEE. REDRAW ob, — B 7 BR 
形 时 ， 这 正 是 范 数 拓扑 ， 二 是 这 个 拓扑 是 可 煞 生 成 的 。 

下 面 我 们 就 分 别称 名 MA 一 如 是 由 A= A... Any 生成 
fü EC* 代数 和 GB* 代数 。 
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还 又 注意 的 是 aw run CR ТЎН R BM FM OMT To Ty. 
EL, K€ Е, TC, | 
T,+T,= T,+T, , T T,=T,T;, 
ee 05 AX 0 
0, А=0 
不 难 验 证 这 种 运算 下 正好 有 
Efit fd =E OHE); Еһ) = ЕЕС), 


$3 特征 与 联合 谱 


设 А=(А,,...,А„) 是 交换 的 无 界 正常 算 子 组 ,.xf ЖЕ АЯ: 
成 的 交换 的 СВ" A, fo 是 sZ 的 有 界 元 全 体 ，Mo 是 vom 
征 〈 即 非 零 可 乘 线性 泛 函 》 全体。 定理 1.4 告诉 我 们 ， 每 个 特征 . 
ФЄМо 可 以 延 拓 成 of 上 的 “广义 特征 ”gg*， 下 面 我 们 就 用 这 种 
* 广 处 特征 ”来 表示 e 的 扩充 联合 讲 SatA)。 | 

5383.1. HtA (1,2, n) fg A Ti COTES SD, 
W]z-(Qnu.—,4)€S»mOD, RRR a=, EA, HH 

XL Grot (Cae Bt ATA 


是 奇异 的 。 

证 (OD BERN ZESr (A) fN C" —SuppE, 3x Ht E р. 
A RFE Ri MRE. Waa z 的 子 球 邻 域 {0z}， 则 可 取 到 . 
一 列 单位 向 量 xxE EODH, k—1,2,--, BRA {ei} CD =. 
(EQ), ЗЕН. | 


] As 20* Cua n) ]? 
«(А-А адаар 
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<> ПСА: z) *CAs— 20) хе [2 
=n certos 
->0 (оо) | 
TRI 21 (Ага) СА, а) EFR. 
反之 ， 如 果 zECSuppBE， 则 存在 一 个 常数 c>0 fi $3 4E 
SEXED, |х1=1, # 
EP: 


> MG zx: 


|а -араЕо р 
zelxl. 

&10)— 3 luz? = Dh—z, 出 对 任意 x € 
DOG) VA xs—ECAOXC€ D, n—1,2,, 这 里 (А) 还 是 
一 列 单调 增 趋 于 C" 的 紧 子 集 ， 因 此 

[Ada = Mim) fE] 
=lim E(f xa] 
z-limcixs] =с}х]„ 
出 于 (4) 是 正常 的 ,这 就 证 明了 J(4) = Z CA ant (Ciz) 


FENN, 
(2) ЯЕ СС", Е: ж А ШЕЕ, MJ (4 AtA;) "img 
3E WI F; FUM E 中 导出 ， 
F,(0)  Eizi (1+ |z2i2y €01,1—1,2, Ao 
其 由 6 是 心中 的 尾 何 Borel 子 集 。 
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Љ Sr (A) Ше УЖА HH, 2= (21,0722) С5РЕ(А), HR 
CARE, zi», 3А {94 Z = (21,5, Zn) ESP ANC, 其 


Д (А,,.. -,An),A A, = [45 ICA 
(EE A*A) LEGA 
T (тезе, 20,2 =Í z ISA 


0,iCA 
这 样 全 部 结 eo nT H a) 立即 推出 。 WEB. 
定理 3,2 Wb ÁA—(AÀi;,--,Ae) 是 交换 的 正常 算 子 组 ，.o 是 
НА Жу СВ" IU, fo 是 由 oZ 中 有 办 元 全 体 组 成 的 交换 Cs” 
ARR. Mo 是 e 的 特征 空间 ， 则 对 任何 了 = (Ti,… Са, Ж 
$ркЕ(Ту={(ф/(Т,),--—, Ф/КТь));ФЄ М», o! Ж ФО SE ВР 
SE}, BS T NOM A 时 ， 我 们 得 到 了 SPQCA) BRIE 示 。 
证 显然 工 也 是 交换 的 正常 算 子 组 。 BR BE I= (Z i." Za) 
Є5рғ (Т), Ж Pica, z;i—oo, WE dE 31 #B 3.2 40, B— 
3 (Т.а) (Tia) + DATE)? 是 奇异 的 。 如 果 不 存 在 
: 
ФС М, 使 得 z= (Zip k= (Ф (Г,), (Te), REA 
«p C Ms, 有 
В(ф/) = рф СВ) = 2 IT; (paz |* + D (I+ If; (92|132 770, 


ЙТЫ Wp) = (В(ф79) 是 Me Eit АНЕ. 根据 定 理 
1,5,0(9) 是 oo 中 唯一 的 算 子 了 的 Gelfand 表示 的 条 ,因此 不 难 
MATERA, JBN PAM, RAP NARS, 

PME Ee e Ma, (EPR z= (2,,-- =p T), gp (Ta) lo 


EZ, WME z= (zst) EST), MES E 3,2 知 上 述 
揭 算 子 了 是 可 道 的 。 显 然 这 个 玲 一 的 逆 算 子 就 是 
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- [uitiis D (1+ 1842525 EQ € fo, 

BEER JB—1 CREE , FAME Pf p Ce Mi, p ж. 上 的 - 
К ЖБ 《定理 1.5) ， 因 此 不 可 能 存在 ?EMe， 使 得 . 
G1, Za) = (ACT) gp СТ») 证 毕 。 

推论 3.3 HAWE, f= Chis fm) SE A Sey (A) BI С" 的: 
函数 ， 使 得 OO / C+ LN) SHE EA RL: TE Spe (A) КЕЕ. 
续 的 ， i=l em WF 

f0Sps(A)})=Spe(ftA)), 

其 中 ЛА) = (СА), fa CAD), (А) = BC fi) im, m. 

证 我 们 先 考虑 了 是 在 Ses CA) 上 连续 的 ， 这 时 对 每 个 站 


fj Âp E Mo E жан бай, 其 中 
Афу СА, (р), = An(@’)) M 是 迪 z。 的 特征 空间 ,所 以 据 定 - 
381.5, f< AQ 是 wz 中 唯一 B ж 38 EG By Gelfand s. 
j=l, Ma THE LIE, . 
SesCK A) = (Fa CD Cp’) 7 J S CA (90 19 € Ma} 
= ОСА (GP), ‚(А (9D) 5e € Mo) 
= f(Sp5(A)), 
现在 , UE ву 1i/ (+ ADE RFRA AUS RE 1, {Е Ses (AD 
连续 ， 刚 有 . 
1А) eC AXE E ATAD T j=l, m, 
ERA 是 一 个 扩张 的 出访 并 利用 上 夯 已 证 结果 ， 我 们 有 
Spe JC A9) = (ОСА) (9), fn (A) (D 1p € Mo} ` 


—(GiCÀQGIDBGPZ))5, , ga ACp Bn 1) p € My) - 
={(f ACpp), 66, fa(À (9^) pEMo} 
—f(p(A), 
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其 中 аф) 1 3E А(фр'›|%„ uk 

M,Chor50] 中 证 明了 有 和田 的 交换 正常 算 子 组 ， 它 的 Dash {$ 
: 与 Taylor 谱 蚌 相同 的 ， 这 个 结果 现 可 以 推广 到 无 异 情形 。 
定 炙 3,4 BASA An 是 交换 的 正常 算 子 组 ，.wY 是 
-由 上 生成 的 GB* Ra, of”! XE s HEME POKER CR 
`T BGP tT, BERAS T, T 29 B 0, SP TBOBT) p 
充 的 A BJ Dash 谱 os (A) 是 这 样 的 一 些 人 一 (i, ka) G€ Cr, 其 
:中 A 时， 和 二 coo， 使 得 不 存在 B= (BO Col", 满足 

DBA) + BG АТА =T 


其 中 运算 都 是 强 意义 下 的 。 

定理 3.6 B A= lAn Ar) 是 交换 的 正常 算 子 组 ， 则 有 
‘Sp,(A) =an€A), : 

证 @ z= (21, (423) € SP; CAD, HRICAW,z: = со, WH 
5383.2, B= 之 (Ai—z)*CAi—z) + A (I+ AA: 3 是 可 道 


QU. $ BB (Az )*, MiG As Bi=B (I+ A*A) 1,1 € 
A, WERA BECA” t= 1, ‚п AUR AP 
` M OB Ai— 2) + BAI HATAN t€ r, 

EG, 如果 存在 Bic s, i=1,2, BR | EIERE X, 则 
Ai zi O4 A*A;) ЄЛ, FEA) d 38 fe D= (DES) 上 
ЖАТ ЛЖ, MNES BED БРУНА. БИТЕН ЕЯ 
B gui, WIES., BBY z= (ш, Za) € Sex А), Hop 
ICA, = 


84 ЖЖЛАЕИ- AAR BUS TE 


对 于 有 界 的 交换 正常 算 子 组 А, $2 CC SR(OA), WRT 
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道 这 时 成 立 (第 四 章 定 理 4.4) 

dist (z,Sp(A)) = КАТ" 
这 里 Аса R А-х HIM Curto 矩阵 。 下 面 我 们 将 利用 无 界 算 - 
子 代 数 的 一 些 技巧 ， 证 明 对 无 界 的 交换 正常 算 子 组 A 也 有 类 似 
的 结果 。 

先 介 绍 Inoue ”证 明 的 一 个 引 理 。 

B[3B4,1 Жу 是 一 个 EC* К, ШАТН ТТТ, Т. 
TT, =T, T, Ae T =A, ARET = HARET, T oTa CY 
MACC IRT д ТЕТЫ, БЗР BU ZA 
BHEART RS. 

证 先 对 T=T* 情 况 下 证 明 7*~7*。 

# T=T*, With) ey, Mong (十 一 人 (I+ Tay: 
—I(I+Tty-1i= (I T2y-1— (ITT T, D; T* CI T2y-2C gy, 

И А S D, ж ITT?) Ejs TAC Py NE 
ARBAT TI EY 另外 还 有 有 

GIT) il TY T?) ail TC (CI T2) 1 — TCI + 
T3) 5-Ii 

{~i +T} - TOI T2) =I, 
MA GIT FAZER Ze BUN EP Аа BE C\R, R 
GV OTT) - 8(U— (Tan 因此 对 所 有 和 E NR, 我 们 有 
T*—T, AET ЛИЙ, BULT Rt, ER. 
WNT T*=T=T*, 

#ü UE XF тС, WAIT =T*, RH =T" T MH, 一: 
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СТ)" Ге)", BRA DOTT HIH,—ƏT*P, BER (T*T)*— 
тУт, RMT T BA, ERAS, АШ H =H = ТЕТ 
-因此 DCT) = DC HY?) = рені) =D((T*)*) ЫТ = (T*#)*, ` 
从 而 T*=T*。 | 

ETOT ER, HEHE LTT +1, AKER 
AT, +T CT, +T, ШАТ (Tt. RIIE 


T,--T,— (TD (T C Gt à TD*- (QT, TO*)* 
=T, +T, SMe Ay LIHAT, T.— TS. AT = ATQAE] 
H, 

下 面 这 个 可 理 在 一 些 民 数 书 中 可 找到 89] 。 

14.2 RY 是 一 个 有 单位 元 交换 PF, Mu EE JA Ў 
元 素 的 # МЕЕ, ACM), ША 在 Mg) нй HES 
条 件 是 detA 在 多 AA, 


引 理 4.3 Ё A=(A,,--,An) 是 交换 的 正常 算 子 A, of JE. 
|; 也 À 生成 的 GB* 代数 ， D=[\D(T), MIME 2С, 


dist(2,Sr_(A)) = int{ 2) | Au zx! x € D, Ix] 13. 
证 设 B= D Aic z0 (A=), 据 推论 3.4 有 


8»„(Ву={ 3 [Aici] A= (k... An} ESPs CAJ}, (4,1). 
BEA B EEST, BLA 


dist( 0, Sr, (B)) 
—int( Bx o x€ D(B), |x||=1) 
—int($iCA;— zx iP ix € D, |x| 21). (4,2) 


这 是 国 为 对 任何 xE DCB) ALAA C^ (Аа), 易 证 
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CH Е(да)хЄ D 和 BE(An)x~>Bx。 因 此 我 们 有 
dist C (z,Seg (A)) - int( |À—z|5 AC SP, CA)) 
=[dist(0, Sr CB)) ]'? 
—int( CENA ох}? x € D, [xl 1) OR 4,2), 
证 毕 。 
我 们 现在 可 以 证 明 本 节 的 重要 定理 。 
定理 4.4 WAAL, An) 是 交换 的 正常 算 子 组 ， yf 是 由 


.如 生 成 的 GB" 代数 ，D 一 N D(CT),zEC*N Sre(4)， 则 
dist(z, Sz; (A)) = ICA — 2) 1 |-*, 


REČE HOC- ECA — с) а, CA — 25 是 
. A— z 形式 导出 的 Curto 矩阵 ,其 中 每 个 元 素 都 限制 在 DD 上 。 
证 EEM, DD 对 每 个 TE = 都 是 核 ,所 以 可 以 象 有 界 情 


形 那 祥 导 出 A 一 z 的 Curto 4ERECA — 2)», Blin n—2 Bj, 126 
(А Cp - [522 (AÍ zo], 
—(A,—zs)p (А,—,)$ 
.显然 多 二 .of |v JE H А ЖЕНДИ EC* 代数 ， 而 Z= 3. TF Bi RID 
ЖЕЛЕ БЕК МКСА |0) =Mx(@) 1i dk —- T EC* 代数 ， 它 是 作用 
it HO C WRF Bj СЕ rm, Жн K=, 
ibdET1XREE 1.7. ARES SMART i 
Е мк) 是 一 个 EC+ 代数 ， 我 们 只 须 验 证 (2) 与 (G) GE 
ERA. 
NESIE (2), ШИЕ TCMxO, HO ТТУ BEB 
BR, HEAT CMH), 
我 们 还 是 令 (AS 为 Ca 中 一 列 章 调 增 趋向 于 С" 的 BTR, 
并 且 ЕСА) 为 НОСЕ 中 对 角 算 子 矩 阵 diagCECAS20, Alb dd 
‘Page ЕСА) ТЕА) MIT, ARRAS, BSE X yc HQC, 
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AEG TAP FC An) yl = IP AD Ta Та, 27| 
SLF Andy yI HT aT 44,227 FCA YP 
特别 到 yE DO-ET*T), ERB) 94 n— co 时 ，F(An)y 一 y， 
«Т+Т#Т)ЁЕ(Аһ)у-»(1-+ЕТ*Т)у, КЕ AIAT y> lyi. A. 
m, 43yvEDU+T*T), |y[—1 Bf, AEAT y>, AE 
GO T*T) {ЛЕТШ B. 


Ф C WBE Sp( 妨 ) 上 的 连续 函数 全 体 ， 关 此 行列 式 det(I` 
十 T*T) 还 是 个 连续 函数 ， 若 它 在 8Ss(4) 上 处 处 不 等 于 0， 则 就 
有 逆 在 名 中 ， 因 此 据 引 理 4.2, UHITI EMY), RO. 
就 证 好 了 。 事 实 上 若 它 有 零点 ， 则 必 包 食 在 某 A 中 ,但 在 F(4 ` 
CHOC) 上 限制 时 ，I 十 T+*T 是 有 界 算 子 矩阵 ， 而 结论 对 有 界 情 
形 熟 知 是 对 的 ， 它 的 行列 式 在 as 门 Sz(4) 上 没有 零点 。 但 这 个 行 . 
列 式 正 是 诛 行 列 式 蒋 特征 沙 数 xs,， 这 样 我 们 就 证 明了 (2), 

至 于 (D, 我 们 只 须 证 当 М= (М) ЄМ), 必 有 
Mi; €g" , 但 这 可 以 选取 特殊 的 HSC hiit, EHER xC D, 
Ж1<Мух,ху «м2, H Ми 是 正常 算 子 ， 因 此 [Му = 
@(MipD «|[MI,i,j—1.--.k. BAY, 是 一 个 C= RR, Bilt 可 知 
Ме у = М.С") № ЖЕ С" 代数 。 这 样 我 们 就 证 好 了 Mew). 
确实 是 一 个 EC* 代数 。 | 

现在 豆 回 到 定理 的 证 明 。 由 引 理 4.1 Al, CA — 290 是 可 闭 的 ， 


3 B (AT D9»*-(Á- z) 5 BCA Сор HABER, A r. 
这 样 ， А К _ А 
(A—2)5 (А —2)р= (А – ғ)р(А ғ) b 


= diag{ Damas (А+—)р}, 
具 而 有 


(А—ш*(А—а)=[(А—ш)р]*СА—ст)ь 
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Fa = 
(А—з), (A—z)p 


= Шав{ УА: —2;) 5 CÀi—zi)n] 

=diag{ 5} KA) (Aiz) р} 

—diag ( 5 (Ai—z)* CAi— a) 。 
imi 


HES M32, B qI z ESre CA), Az E HOCE E TR, | 
HERH 


FA шут = CA ECA 33] 
СА z)" (A 291-3 
=j Ñ Gic z0* Аад) а 
= ,1 у. y" ;— 7; =1 
sink <2 Ai~ Ai 20x30) 
—dist(z,8:,CA)))? GALDE H, 
推论 4.5 ША =(А,,.-,А„) BERNER A, А 


-定理 4.4,， 则 外 是 HGQC2 HERBS, WHA SH HF 


BR A 奇异 。 | 
这 从 二 述 定理 证 明 中 不 难得 到 。 
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Bre KARAER 、 联 合 
范 数 及 联合 谱 半 径 


第 三 章 中 ， 我 们 已 初步 介绍 了 联合 数值 域 ， 联 合 范 数 以 及 联 
合 谱 半 色 的 概念 ， 并 讨论 了 有 界 的 交换 的 正常 算 子 组 的 联合 数值 
RE, ARBRE LRAT oe RS +E 
质 ， 最 后 对 无 办 交换 正常 算 子 组 的 联合 数值 域 进行 比较 系统 的 研 
究 。 

联合 数值 域 理论 与 联合 谱 研 究 有 密切 的 关系 ， 随 着 Taylor - 
谱 理 论 询 发 展 ,联合 数 信 域 理论 也 有 许多 新 的 进展 ,但 是 仍 有 不 少 
问题 甚 许 是 基本 问题 有 待 解 决 。 


$1 重 交换 算 子 组 的 联合 数值 域 


对 于 单个 算 子 A, MAA Sp(A)CW (А), [49], {Н 


是 对 于 交换 的 算 子 组 A= (A), An) SEBS IR Sp(A) САУСА), 
仍 是 一 个 没有 解决 的 问题 。 然 后 我 们 可 以 证 明 
定理 1.1 А (А,, A048 Hilbert Sp] Н EE X 
MAHAL, WS AW СА), WHH z= CWA) 
时 ， 还 有 A-z j«distG, WAN, 
XE А-2 是 由 ,4 一 z ЭЩ HQC" 上 的 Curto 算 子 矩阵 。 
证 P z= (Z, = EWCA) ,H A BJ ЖЕДЕ 可 Яз 
(A—2*(CAT 05 (CAT ACZ") 都 是 HE@Cze-: 上 对 角 算 子 - 
aR, TOR AOR УМКА: 20/ 0(At —z0 PB x, 
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ZEB fan) 11, } Bp, 
注意 到 6 一 dist(z, W (A0) >0, 这 时 对 任意 x CH, [xl 1, 
E . m : 
P E lzi (Avex) |? = P Kl Aix) |? 
= È Kam Adee 12-2] EG A029 а 
< 2, [<:— Asal? + 51, I(zi— А:)*х|2, 
RHET IR RE x Dx, xL СНС", (n 2271) 
JCA —2xf-—404A—2*(CÀ-2x.x 
= SK DCA zt (CAT 70 qup) 
-XX 10164: Asz) ar 
2o 
= xp. (1,2) 
这 样 ， 我 们 就 证 得 HG@Cz CLA zB EAR. AR 
-方法 可 证 〈A 一 2* 也 是 下 方 有 界 的 。 从 А-а 是 可 道 的 。 据 第 
‚турш, S2 1818 АСЕ 是 Taylor 意义 下 正则 的 ， 即 zESs(4)。 
此 外 由 ODRA, 
lKA-2-]«:- dist (г, WADER. 
对 于 重 交换 的 亚 正常 算 子 组 ， 我 们 还 有 更 好 的 结果 。 
定理 1.2 设 T 了 一 {了 T,,… T.I) 为 重 交换 的 亚 正 常 算 子 组 ， 则 
:有 11907) =r (T), WT ERARE 
证 BA: OO s«eC «RITU, KABUE JT] es CT, 


因为 T=sup{ $ NTix (е, [х}=1} 
=sup { Å «тт, x,x) [xl 1). 
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Wi T*T—(TITa,,ITTs) BERN ERAT, PRISE. 
3.5,47 convSe(T*T) - W(T*T ), AWF, r= (Fri, Fa) € 
Sp(T*T) ,使 得 |r| — IT P Ж TE IE н, SEU E ЮН, R 
in Af z= (Zi, =" 20) CST), {E 得 [zr | 一 此 ,大 一 1 Jn ESL US A 
Iz - cS ald? ec rote DrD epe qmi, 这 就 是 
Bers CRIT, AM ns = СТ) = |Т]. 


$2 一 类 半 亚 正常 算 子 组 的 联合 达 范 性 


对 于 单个 半 亚 正常 算 子 T，。 夏 道行 [19] rE aE BL T ДЕЗЕ 
范 的 。 上 一 节 中 我 们 也 已 证 明了 重 交 换 的 亚 正 常 算 子 组 ， 也 有 联 - 
合 达 范 性 。 这 一 节 中 ， 我 们 要 证 明 重 交 换 的 半 亚 正常 算 子 组 ， 联 、 
合 达 范 性 还 是 成 立 的 。 

定理 2.1 设 A=(A -- , Aa) 是 重 交 换 的 半 亚 正常 算 子 组 ， 
WA |Aj—=rs.(A), BD А 是 联合 达 范 的 。 

证 BA 0А A: RR, U; RB T, Emu 
n, JAL 7g |44] ASR, AlL = САЦ, [Ан 2 Ж. 
交换 的 正常 算 子 组 。 由 于 [Ai] <|Ail.st=1,-°,n, 因此 不 难 LÁ 
Ж ol AD eqALO. 下面 我 们 先 证 明 oA sA 

首先 ， | . 


[AlP= sup 5 Ае) sup CX Ad]? 
= ПАТ, 
据 第 三 章 定 理 3.3 有 
IAL- p14 C AD А.Ә. 


反之 我 们 有 
@(|А|.) 
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ch OA nn! 
<sup CX Ad ant 
«so, C Adis 
一 Ad |? 

= | ata [° 

=o SATA) t⁄3 

= |А}, 

这 就 证 明了 @¢| Al.) = (All. 

由 于 |А|. ЖЗ ЖИЛЕ Ж-Н, eA] ) =r: (Aj), A 
JEDE r= (ry te ESAL, {ЖМ — TAI, ЖШ] А. = 
[Asse Us] An] > ЖЗ Ж ШЕШ Ж-Н. Hi ЕЁ ЕНЕ 
JH CZE., MTE r= z tn) ESA.) (818. [zl 
=yisi=1, n. 这 样 我 们 有 

тЄб^р(А,›у=о,„(А,усо,(А)сС5р(А),„ 
这 就 得 到 了 ?szt4) = |All, TE, 

蕉 论 2.2 ВА (A... AD 为 重 变换 的 半 亚 正常 算 子 组 ， 
并 且 每 个 Ai 都 是 可 道 的 ， 记 А-'=(Ау!,.-,А Mi 
[А-'|=т› (A7) sup C31 DB A m Qu ho) ES;(A}}, 

i PEET [19] RAT! hO A FET, i=1,-+ n. 
FOES AD, HI A АЕ AU A, 其 中 如 为 本 
Sy, |А Wt,i—1,--,n H AM ARENAS 是 重 交 换 
的 ， 据 上 述 定理 知 At =r (4 最 后 一 个 等 式 是 根据 4 与 
-A BORK CHE BU ESTAS RUE ERES BN. 
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S3 联合 数值 域 的 边界 及 Arveson 的 一 个 命题 


本 节 先 讨论 Hilbert 空间 上 非 交 换算 子 组 的 联合 数值 М. lH 
界 点 与 约 化 联 台 点 谱 、 约 化 联合 近似 点 谱 的 联系 ， 然 后 利用 这 个 
ЖЕЗ. HED Arveson 关于 范 数 与 特征 的 一 个 命题 。 

XX3.1 Hilbert 空间 互 上 的 算 子 组 ASA Ax) CR 
BRED , Z== (Zi, Za) CC RA AMR GAIL OE, ЖТ 
FEXCH, xX0, Ж Ах их, Atx= gix i1, m. 2 称 为 
全 的 联合 约 化 近似 谱 点 ， 著 存在 H 上 的 一 列 单位 向 量 {xrej， 伍 得 
(Ai 20), |00, [СА%—— 25) xml 0, (moo) f= 1,440, 

313,2 к A—(A:;,--,A0 HH EA PH, А = CAL, 
А BAD KS КОН БЇ Berberian 扩张 ‚ПШ МСА? 
= WA), 


证 BE Z= (Z, Za) € WA) * 则 存在 一 列 单 位 向 量 {Xm} 使 得 
Агт) zipi =l, n, ВЕ (хы) 是 关中 的 -一 个 单位 疝 晤 
<A; (Хм) s Xm)? = Zi, i= ly "M 


反之 证 (WH) CWA), u RE K 中 的 单 
位 向 量 ， 则 对 任意 6220, AEB HY E. Om) € K Hex, CH, 
形 一 1,2,…， 使 得 
(DAT Gin) (ха)) — (At ун) [5 «ce, 
由 于 Banach 极限 lim[xs | — 1, HIGIE Berberian 扩张 定义 用 取 
THEA. HARI — PLL {у Te] mb ()CH,. dE ER KAS (Xm), 
{Xm)> =1im¢ Aryr (yi? 3 i-i sot п BE RE НЕН (KAT (ха) NCC А 


eH CAT (хк), (Xm) EW (А), ААТ 
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(«А ?и,иу, +з, LAIU) € WCA), ШЕҢ, 

定理 3.3 JUERA-(GA, A, 是 是 上 的 算 子 组 ， 则 有 

CD z € BeloonvW (A)], mH 2Є0(А), 20 ART 
联合 约 化 特征 值 。 U 

(2) $ zC BalconvW(A)], Ui H.zco. (А), WU z BEAR 
Ber EE o 

(这 里 B (E) ETAG EB o 

证 ”1) 不 尖 一 般 性 ， 可 假定 z= 二 00;"…,0)。 这 时 可 选取 CC™ 
中 # 个 线性 无 美的 向 量 a1，-- зал, 8 | i 

convW CA) C (Ani 7 Anan МЕС, -Š args yi 


1,5). le. + en) Ж С" 的 一 个 正 变 基 ， £i — yid, Yin Ga g- 
i-1,-—,n. RNS Bi—ynuA 4 e VisAs, 61,5, BF 
convW СВ}, --- Ba) C- (B), Ва); — $ Saga il 
st} AXA В, (В) С (СС; Rez-0), WE x JE A By 
ЗЕЯ АЧЕН, NIRE D ун Ах == 0, 4e = (Bit. 
1 
B*)*,ic1,--,n,WI X IEEE y CH A 
|< (Bi + BT)x, y? | «(Bi BY)x,x) огу =0, 
FA 8:4 B*)x=0, AT B*x-0, i-1,--,n, 


ATA ВЕ М = (ун) зх BIER, 5 MUS 
At] [ Bt 


= CM- `y* 


_At | Bt | 
记忆 有 А*х=0, t=1,--' yh, BD 0 E.A REA AE REA. 
(2) F.A = (Al... AL А Berberian j^ 3k, M sg Y. 
可 以 验证 C.CA)-—c,CAD, БЕН CL) 与 引 理 3.2 可 以 立即 推出 
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(2). Wh. 

W.Arveson ШЕВ TOT LOD А КИТА, 1 2С 
SCA) WüRIzI— IAN, ДЕ CCA 上 的 一 个 特征 和 使 
得 6(A)—z , JB CARRA A GT ARH С" AK, 

8[23,4 设 ASA,- pAn) JE Hilbert SAH EZRA F 
组 ， 则 有 SpCA)CconvW (A) 

证 用 反 证 法 。 若 存在 z=(z1,… Za) ESr(A)\conv WA), 
由 于 convW(A4) 是 CF 中 紧 西 集 , 因 此 存在 超 平 画 严 格 分 离 z 与 
conv W CA) , Е C^. EW РЕТ YAS Bra, 使 Recz) 
«ac Веф(сопу W (A). = (tir = ta) € C^, WE) = ada 
十 enafn。 找 一 本道 矩 阵 


fd, э da a 
zi ; | 
Bid B, ` Q, Gcr. А, 
. B, An L] 


Was WCB, = ФОУ СА) GO EW(Sp( A)) = 5у(фСА)) =$ь(В,)„ 
但 又 Re? (2) «a ReW(B) ,这 与 (BD) C W(BO JE FER. X 
就 指出 了 必 有 50А) CoonvW( A), ШЕВ, 
”现在 我 们 可 以 推广 前 面谈 到 的 Arveson 命题 。 

定理 3,5 ША (А,,---,Аһ) 为 Hilbert 空间 互 上 的 交换 算 
FH, С*(А) REH A E Id RBC RR =i С 
SKA) Hiz EF 4 的 联合 范 数 上 |， 别 必 存在 CC(4) 上 的 一 
个 特征 Ф, {бф CAD zi i1, 7. 

证 由 引 理 3,4 Ж z€ S (A) c conv W (A), (AREY |2] 
= ЈА | о(А) < [А||, 0 z CExt(convW CA) ]- ExtW (А) С 
WW CHA)， 所 以 这 时 存在 五 中 的 一 列 单 位 向 量 {xt} 使 得 
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{Азхк,хк) 2, 
Pel, n. (3,1) 
我 们 注意 到 X jz 一 sup{ 23 Aoi Ix] 7 1), AM DR, 
我 们 容易 看 出 有 
È Azole 


= 5 14:12 — 2Re 3| zCA9 sxe ) + Mia 

+0 (k-+00), 
所 以 z= (2,,+ Za) C€ o (AD, {НУ z € Bd[conv W (A51, 所 以 
HEM 3,3. FEH 中 一 列 单位 向 晨 {xm}， 梧 得 

(Ai —2i)Xn 0, (A* — zi )Xx4—0(m-oco)i —1,-,n 
BPARC0.--.0) Со, (А, —2, An — Zo, AT — zi, AT 25) Ш 
C*CAY(A,— zi) +. ССА) (Аа tn) CH (A) CAT — zi) + + 


C*CAY CAT — Ze) C" CA) , 这 时 上 人 述 不 等 式 的 左边 是 C"C4) 的 一 
个 闭 的 真 诺 理想 ,出 算 子 代数 知识 知道 , 它 必 和 包含 在 C*(4) 上 的 
基 个 纯 态 的 左 核 中 。 设 这 个 纯 态 为 加 Cre Ho So) н Ф SERIE 
不 可 约 表 示 ， 则 有 

(Gr, GAT 一 z) (Aiz) Eos Ёа) (CAT - 20 CAI 20) =0 


(GC д) (At 2:)) Eese) —CCAI C 20 (AT — 20)) =0, 
i-1,-,n, PHEGO,H) AOA 的 原子 表示 ， 即 所 有 C* (А) 
LAURA, WE ; 

Z(AÀDS,—zi5,, m CAT) Š, = zË i=l, =, - (3,2) 
iE we, (P= (The Se) ЖН EMTS, MU (3.2) R 指出 了 
w, ЕСС" CA)) =C* GrCA)) EJ RAR PET It Aw, OCA) 
= Zka К==],+е,Ңо ht PEW pe л Eh C*(A) 上 的 一 个 特征 并 且 
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W E (An) =z, k= 1, nm, 


$4 无 界 正常 算 子 组 的 联合 数值 域 


在 第 三 谷中 ， 我 们 已 经 讨论 了 一 些 有 界 的 交换 正常 算 子 组 的 
联合 数值 域 的 一 些 性 质 。 这 一 节 中 我 们 继续 讨论 交换 的 无 办 正常 
算 子 组 的 联合 数 傅 域 ， 它 包括 了 有 界 铺 形 ， 一 些 方法 与 铺 果 对 于 
4 REA, PRP, ERR RE 
У, ARR ДЕ, 

定义 4.1 PACA, 4 是 交换 的 正常 算 子 组 ， 上 的 ҖЕ 
4 BURR WA 

W(A) -(GAx,3) gery <Азх, х))зхЄрСА)= D(AD, 
[x]-1), DCAD 是 A: BRE LX, Em, sun, 

我 们 注意 到 P(4) 是 空间 H 中 的 称 子 空间 ,因为 若 了 为 4 的 
FRAME, AWC 中 的 紧 集 ， 有 D(A4) 寺 BE(A)H，, 

无 界 移 交换 正常 算 子 组 的 联合 数 入 域 不 必 是 C" HA ЭЁ, 
但 还 是 凸 前 。 

314,2 dE A— (CA; A 是 交换 正常 算 子 组 , 则 存在 一 - 
族 可 测 空间 {(C",po) e€ А} 使 得 每 个 Az 都 西 等 价 于 @@ L (Cr 
Pa) 上 由 不 导 由 的 极 大 乘法 算 子 。k 一 1 即 

DA= (fad € © LUC Pa) xf 4) € © DIOC" 49,2) 

和 А7.) = (zf a), k=1,-.,h, 

引 4.2 ERTS RRMA FB НО ИЛИН, ЖЕ 
RERET. 

334.8. UV A= CA... AD. 是 交换 的 正常 算 子 组 ,; 则 和 妇 的 
联合 数值 域 W CA) J& C" Bng, 

证 ALMA, RITR R MTE, MEA CA... . An) 
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是 由 (D Cp) J z= (Z, s" s Zn) ЭНЕКЕСИН. 


TÍS fa), к= (8а) EDA) = Г DARII lel = 2. gu 
XHEE CLOS E A= Go = Ct fal? EO-DIe E05 
t> [аел Тара (1-4) $ [Iza oo k= 1,25 EN 
BB h= (h) € DCA. HSA = E| l =t 100 


+ а Ssl, [КИ ДҮ 
А, Fo, e CAnf IP HRCL— D (CA 8, 82,77 ‚<А»в.д») 


| = (шл +(1—01в1#®Фо4, Ut, Уа 


1—2) |g4|00p4) == (CAR, ВУ, >.< Ant ВУ) CWA), 
SLL W (A) Е Cp 的 一 个 出 集 。 证 毕 。 

定义 4.4 BARE, z=(zZi e EC RR T A WJ EK +T 
RERUN OA), 车 存在 D(A) = [7 D(A) 中 的 一 列 单位 向 量 
ixi, 4878] (ze — Ак)х||—»0,(ї—>со), kll, pa | 

8]384,8 H A—(CA,,--, AS ЕЛЕ ER TA, WA 
Sp(A)=o,(A), ЖН acoA) HRH Ea} (03. 

EPSP HEB, BER AERA. 

为 了 证 明 主 要 定理 ， 我 们 还 要 引进 Durzt[68] 中 的 一 个 结 
AA, Borel MERWE АСА) =1, 05 

fazd (O0 € A, zc C", 

BILE Н.Б ES] 

SHAT Wb A=(A,,- An) BRR RATA, E FE A 
de Sub d HEURES E. C" rli E ЕСА) =I BJ ру Borel $ A AY 2 
人 性, 则 我 们 有 


W(A)= (1A, 
AES 
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证 dd VA) = [A 
CO 对 任何 AES SIXxCDCGO, [x|= 1, fazdiECO x |: d 
一 个 关于 概率 测度 не = |ECOx] BgBochner 积分 ， 据 引 理 4,6 有 
[| 
= Ee |, zad<E,(zZa)X ,xX5) 
—(fazd(E(Qnx, x», +,  fazadQE(QDx,x)) 
= J zd|E(z)x|2 € A, 
SX BLUE HHT W(ACV(A), 
(2) 现在 我 们 证 明 V(A) СИА), 
因为 SCA) —0,CA)CHIIA4,52 J WAS CES), 8 10] 
有 conv(S; CA) CW (AO, BIE z, CVC), B 53 ЫШ z € 
couvs;((A)), 
如 果 Ezo} 0, Wj 20 СоР(А) СМ(А), 


FR zo C int(conv(Sp(A)), Ш] 22 СіП ЎСА) СИ (A), Hr 
FWA) E, 

хп 8 206 Bd[convSe(A)], ЖН Е({20)) =0, 

将 C" WILE BW 2п 的 实 线 性 空间 ， 这 时 存在 一 个 维 数 为 
an— 1 FHE z 点 支撑 着 conv(S;( A). (F z, 取 作 原点 ， 
我 们 建立 一 个 及 2 РВА МТА F Pr fE, 

首先 这 样 定 头 x Hh, CBRE z ATR x= 0, 90 HL 
conv(S;CA)) TE x,z20 的 一 边 。 

在 x 二 0 中， 如 果 每 个 开 的 半空 间 都 有 (ey 二 0,， 则 必然 
对 每 个 。 都 存在 紧 子 集 Асе, MBE A+O, Alb LR Al — 
个 单位 向 量 x CECA) CD(A), ЕЕ 4,65 

Rem (KA XX) a CÁÀnx x2) = [ zd EGO X]? Асе, 

БЕК e E. r hit EE AY POA EH]. BOTT EY BA ES А, 点 使 如 会 
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EADAR AKWA, A СУУСА), 因此 有 0 CWA). 
否则， 将 存在 一 个 工 中 半空 间 e, 值得 EQ —0.3X 1 RN 
Ex 9 е=={х,=0,х,<0}„ Н 00, —0) BAR ЕШ 
115—0), EE ЕКШПЙ, RARER R i E T $8 3] 
DEWA) RABE ТАЕ RO hA B f Sta 3, BH 


ж 
E{x,<0}=0, 


Е{х1=0,х.<0)=0, 


E(x, =X, = e- = хуз =D, Xm- 1 0} =0, 
Zx SS (X i= = X OX en 9h, 
So = {X15 eee = Хул 5 Ü, X;n OF, 
如 必 有 ES) 0, 1—1,2Е5Б КЖ ECSO —0, Ж] E(n)-0, 
A> M= (xUm0)UG,20,X 20H (x, m n xu, m0, X 
0), WH E(M)=I, ТЕ. M BGR, (izo—(0,—,0€M, 
这 与 ma f xi ЭЛЕНДЕЙ» EAT BHEN EG.) x0. XXREG 4x 
ROR LEA CS A oS. ЕСА) 0,1—1,2, E il np 
КАЕ х EE ADH A x;CECGADH, П x: CD (А) , 
2=1,2. HA A G, Abies med egy 
yimQCA X Xi , Аах) C Aj CS; f= 1,2, 
BELES 20 C conv(y: y } CconvW( A) = (А). jE, 
定理 4.7 59} ТУСАУ ЖИ A, HIRI Врат 以 
得 到 一 些 右 意 义 的 推论 ， 而 这 些 推论 即 是 对 于 单个 正常 算 子 ， 它 
的 原始 证 好 也 是 比较 繁 现 的 。 
推论 4.8 设 4=(4 pe Ann 是 交换 的 正常 算 FA, np 
ЖҮ (A) —conv( S;À)), 
TE 从 定理 4.7 AE ES. ШЕМ 
Jhi4.9 #LA=(A,,--,As) 是 交换 的 正常 算 子 组 ,X 属 
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FW CAS AB SEW СА), WAAC SpA), 


证 BRAC ExtW (А), AESKA), I {ЕЛЕ ААУ - 5838 
О, RECO ,)=0, RNA 0 M—conv(W(A)/0,) С" 
的 一 个 凸 Borel 集 并 且 有 EM) — 1,580838 4.7 我 们 有 %EW СА) 


сма АСО, (Ext W (A) RRM T X€ M, ER UR 
Pee TRIS, MA AESKA) TEE, 

推论 4.10 i A= (AAA4n) 为 交换 的 正常 算 FA, dm 
AEW(CA)NExtW CA)， 则 有 入 Eop(A)。 


证 设 和 EW(4)nExt СА), ЖА СоР(А), ЩЕС(А))=0, 
AIW CANO 48 £ JE— Ro JEE SE 338 ALT IAS А CWCADN 
{^} ,这 是 不 可 能 的 ， 因 此 COPA). EH, 

从 上 面 几 个 推论 可 以 看 出 So(4 ) 与 РСА) ЕЖ, OST AES 
的 正常 算 子 组 A,， 第 九 意 中 已 介绍 了 由 A 生成 的 两 类 无 界 算 T 
代数 一 一 GB* 代 数 SHERRY. 下面 我 们 讨论 它们 与 
W(A 8582, 

引 理 4.11 (Hitt [20] › E R ERS P ft met, Xt 
Ж, Sed, RTIRA, MES RR БЕА, BASE 
YEAR. 

XX4.12 АСА, An) ETE TA ,E L A 
МОЁ ЕЕ, EM 

= (EQ) = (f2E.f 是 Se(A) 上 局 部 有 界 可 测 函 数 ) R E. 拓 
扩 有 这 样 一 列 半 范 PCT) = JE ADT] Dex, (А) C" rh 
一 列 单调 增 过 于 C" 的 紧 子 集 。 ^ 

我 们 容易 验证 ，R 是 满足 引 理 4.11 条 件 的 。 事 实 上 它 还 是 
一 个 GB* 代 数 。 

定理 4.13 B A=(A i An) 是 交换 的 正常 算 子 组 , RE 
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КЖ GB Ree, > 
| U( A) —((GGQAÀD, m f(A f AR ES, 
ЖЕУ CA) — U (A), 
证 d D—()DQ(D, WoA —((CAix o, (ax X) Hx C 


D, ||x]]=11, GU AEH 4.7 EEA Н RI EUR B Б] ЖЕҢ WoCAD— 
[A^ ARE W CA) —W»CAD, 


FARR x € D, |x| —1,R] T—4Tx,x28 ДЕК Бї — 4 rg 5 
态 ， 这 就 证 明了 МСА) CUA), 


EZ, WIRES, MEB РСА) EWA ， 则 由 于 


СА) fg sis EF HE AS SE Ti. А SW. СА) 严格 分 离 。 不 失 一 
艇 性， 我们 可 以 假定 ARAN 《否则 可 作 通 当 平 移 ， 因 为 
WCA) 与 U(A) 都 是 关于 A 级 性 的 ) 。 现 到 定义 4.12 中 的 那 一 
5j C^ AR TRIALS , А 
An=E( Ag) А = (E (Am) Ap El Am) And 
是 瑟 上 的 有 界 的 交换 正常 算 子 组 ， 利 用 的 函数 祝 型 可 知 
Spl Am) = { Аһ П Sp( AD} (0, 0)} S,CA), 

据 推论 4.8 有 

ЗУ (Am) —conv (Sp (Am)) Ceconv( Sp (А)) = (А), 
设 C*CAm) 是 出 An 生成 的 有 单位 元 的 C* (eX AA CT CAS) JE. 
民 的 闭 子 代数 ，f 在 C*CAm) 上 作用 还 是 坊 ， 据 下定 理 3.5 有 

КА.) € WAR) CWA), 

但 在 口 的 拓扑 下 ， 有 An eA Ghf BE RD , WAS 
是 R 上 的 正 泛 函 ;因此 据 引 迎 4.11 知 f 是 连续 的 ， 因 EE An) 
>JA =M, (XSW (4) 被 平面 严格 4 AE Л ЈА Д0, MUN. 
U(AOCW CO, Bikes] U CAD —W CAD, TE, 
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对 于 了 上 的 ЕС 0/7, ImnourssidugX T— Ph Hy ë 
SWRI, CHAN THE ФУ 中 的 一 个 网 {Te} 和 TE 旬 ， 
AM ILI D EE 2, v4 lmqTS,m = T£, ,Wilimoe(T ae) 


= ФСТ), TERNARA BAI WA) CMA TW (А), 

引 理 4.14 (A, Inou [88] tay E D F AECH 35, Фф 
же LH PERERA, MEFS 等 价 ， 

(OD 中 是 弱 连 续 的 # 

(2) FE EED, i 一 1,…,k 使 得 对 任何 TE 久 有 

oT) = 2305,82, 

这 个 引 理 可 立即 导出 

定理 4.15 HASA e ADERAREA TA, 2 JE 
Hi AERA СВ" RY, Të e= (р.ф AY LRA ЈЕ ZZ PE, 
90) —1), We 

W(A)—Íi(o(AD,--.pCA20; PES}, 

WE BEH 4.12 中 证明 一 样 ， 可 证 УСА) = Wp(A), Bit 
FASTER WbCA)—(oCA);p CE), 

WE фсе, HSH 4,1 SDD JEE E CD, i=1,-- k, W (E 


k 
RTT CH, df ФСГ) = У) Tii EEND- 3 etel, 


因此 (PUA), pA) ) 
CG (As "br ET та) 
€ WnCA), 


Ji WrCADC(oCA)Ip cs) JAGR TER. 
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第 十 一 章 压缩 算 子 组 的 联合 谱 与 As 代数 


近年 米 ， 运 用 Brown 技巧 讨论 某 些 算 子 的 不 谈 子 空间 的 问题 
有 较 大 的 进展 。 最 近 又 有 很 多 文献 讨论 一 类 由 单个 独子 生成 的 对 
FCS Ay | HERAT. FEUER, Ay 性 与 算 子 的 谱 是 
紧密 相连 的 。 见 [100] . [101] 、[41] 等 。 我 们 在 本 章 中 ， 主 
要 讨论 多 个 算 子 生成 的 对 侦 代 数 的 Aa 。 人 性 问题 ， 这 些 问 题 同 . 
样 与 算 子 组 药 联合 谱 “紧密 相连 的 。 


$1 重 交 换 压 继 算 子 组 的 联合 本 扩张 


本 节 内 容 是 为 下 节 作 淮 备 工作 的 。 主 要 讨论 多 个 算 子 的 西 扩 
张 理论 ， 这 是 Nagy—Foias 压缩 算 子 理论 的 推广 。 

我 们 知道 ， 多 个 交换 的 压缩 算 子 组 的 西 扩张 并 不 一 定 存在 。 
网 使 存在 ， 它 们 的 最 小 西 扩 张 也 不 一 定 基 唯一 的 。 但 在 重 交 换 的 
条 件 下 这 种 再 扩张 是 存在 的 。 

1,1 T-(O,.-,T.) Æ Hilbert 空间 互 上 交换 的 压缩 
算 子 组 。 若 有 Hilbert 空间 KDH, IHE k= (6,5. ,Ка) k;=0, 
Rk PuUh...Ut " [н =T. TH al, ту DT: i, 70, 
TH =T k0 ДО 00,, UNRTH-TKART 
张 。 若 不 存在 Hilbert 空间 Ko, {# HSEKoSK, H Ko HU B #7. 
ETZE, WRU BT 的 最 小 酉 扩张 。 


Ж, 车 如 是 了 的 本 扩张 ， 则 可 二 (U0, 可 不 一 定 是 T=(T,T》 
的 联合 西 扩张 。 


* 192 • 


命题 1.2 GET (Tag TIRES EM Pn, WT 
БИРЕ EATER, H yi fra XCF, RNAS Ki 
的 。 


证 ”与 单个 算 子 的 证 明 相 类 似 ， 详 见 [108] 。 
H 


于 n 个 算 子 的 情形 与 3 个 算 子 的 情形 无 原则 区 别 ， 为 书写 
方便 起 见 ， 以 下 都 具 考 虚 1 一 2。 


iiU —(0,,0: (OT, TO BSEC AEST HR, id 
|-U;-TOH, — Li-(U*-TjR 


T,)H,P—0,1, 
Loa = (U,U, UT, 


ОТТОН, 


le, 2(U,Ut -U,TE —UST, 4 T,T3)H 


Ly —(U*U, ОТ, —U.T,+T?T,) H; 


Lu-QIUÍ-UTTI-UTITTTITDH, 
命题 1.# T=(T,,T.) ЖЕЛКЕН ЕНЕ T, От 
AT IK, Hü 


CD L4,5—0,1) 为 U fj Wandering FÈ fa], BJ 3$ 
(kiska) (K, kh) 则 UIU pLi LURU Lijs Н. 


dim7r,, = dim(I—T*T ,}(f_T*#FH 


dimL,,-dim (I 


—T*T,XI—T,T*)H, 
dimLi-—dim(I— T,T*)(1— 


-T*T,)H, 
dimL, ,—dim(I— T,T *)(I —T,T*)H, 
CD K 可 以 分 解 汶 CDS, AR Koo = Н, 


天 四 一 Di LI n=l; Eno=U itt Li,nz —1, 
KU; iL? n= 


1; Коа = Uit Li nal, 
Krn ШЫП, nl mis Kas-UI UT Lo, 
mzsl, п —1, 
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Кы = О-О, nz-1,msi— 1; 

Къ = UL ЧУТ NE —1,т —1, 
DAHER. OK RU WAFER, ЕЖ, ӨК, Æ U i 
约 化 子 空间 。 

证 ARMEA D (nm) at, Kil Кан, SAG W ЖТ 
符号 是 有 党 义 的 。 又 可 验证 UL tUL} = LiLo UL} OU A= 
LOH, 于 是 QK 是 UU, 的 约 化 子 空间 。 又 可 定义 Leo 到 (1 一 
T*T)(1—TTT.)H BJ WH pa; (U,U,—U,T, —U,T, ТТ) 
O-TÍTOQ-TITOh, WURDE po 是 等 距 。 由 于 验证 较 长 ， 
详细 的 步骤 略 去 。 

车 每 个 都 是 完全 韭 西 的 , 即 不 存在 T; 的 约 化 子 空间 使 IT 
在 其 上 限制 是 西 侦 子 ， 则 称 工 是 完全 非 西 的 。 

并 若是 某 子 空间 ， 记 对 江 = DUIL,MILe ӨШ}, j= 1,2, 

ML= Q UYUYL, Мм: ‚© p шт, 


命题 1.4 T—(T,TO JEst4cdE PEDE ЗЕ ЖЕНУ ERAT E» 


i 

MET Мм Ks, (4,1) 
MLI, VM LI, =@К-—я, (4,27 
MLY V M: Los = ФК»), €4,3> 
мА, VM,LT, = ФКа,-1, (4.4): 
ML V МІЗ, VML, V MET, =K, (4.5) 
证 P(U.— T)RCLI, UT yh LM Et, V. M.L , Db 

gh’ CH, 


(CU, Тов, UT (OU, —U,T; —U,T,T-T,T,)8/) 
= (Uh x UR! = (uA * UIU AY 一 (Uh ,. 
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UOT AY Th UIS Th’) 
— {Uh US OT AY Th UYUT RY + 
(QU,h,U**T Th (ТМ, UIT T, R) 
=th,T* thy 一 {Th Tt? Th 一 ch, T*T h} 
+<T Lh, T**T,T RO 
= Ch, TPE TIT. TT, TT T*T yh’) 
= 0, 

Hi h? EE PERC ТЕТ) С TAT, Tt C h-0,k—1,2,-- 
ЗАР НСО, – Т, hL MM Loa 得 (1 一 TIT*)(I 一 TfT,.)TT^ h=0, 
k—1,2,--. B T иЗ ЧЕ TER TIT OR = 0 [BI CU; — T, QUE 

= !(I— T*T,)h|=0, FEWU2-TIh=0, KiB 
Li 2 二 ML* 0 V ML, BRUILaU, Li =1:Ф1, ЖЖ (41). 

ZEDGE (4.2) (4,4), 

X HOM LiVM Liaj H CCMLos М V ML* 1/ML*,, 
HCAS ARR Se. TELE, 

命题 1.5 Tie, iu 

K'*— Ф. Kim SHOMIL OMiLIOM Lo, . 


i MJ Kit MULfOMIUSOOMIOOS, 
而 K—MLtT,QM;QU SQOQMQUSO OS, 
其 中 S,—-OAOMILa)OMIQOAL,), 
Ss= (LIDM Ln) OMIUIL), 
S=K+**OM LL* .QIMTQU,S, DMI(D.,S;), 
证 S,= (PKn, ) ML S: (DK 19m OM 41, HSS, 
分 别 是 U, U, 的 约 化 子 空间 。 
Н CLI@Mile) 1 (LIDMIL i) 得 SS。 
#7С5,,8С5,, Е К,,к,220, Из Є Б, Uthf ES F 
E Up Upo == 039), Оду 20, TÆ MUS) 1 М,(05,), 
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XS -(ODKs,-)0OML;, Гоч M(U,S,) =‹Ф' GD Kn,-1) 


OML,, 得 ML}, L MUS), А МІ | MQUS1), 
id Jo —CODESDOML;, ш P Kon=FJoDMi (ULI Ds 
T= (DK) OM Loo, 则 PD Ens DML?,), 
这 样 К" = HOBMILIOMILI GM"? Ly 
= M UL PMi MIL) 
= PMU L pM DM: *L*, 
=M O МҮ, MUL PDS)) 
=FoDMi OM LAPDMi US). 
HX AHE Mi USDE, 
K'* =KOUPUPU pL o OC DULG Pal OD 
(QUT5UT^L;)KpDODUTLDQ(qGDUPLD) 
—SOQM'EEQOGSQUSOOQDUI'SO)9 


(Mji(US;) O(QUPS2)) 
—SOM''LhOMIQUSGQMiQ), TE, 
Їп 6 EMD HEEB Pi; i, 1—1,2; Mi(U;Si Ae 
投影 为 P:i, i—1,2, Wi . 
PuMIQLT O CMI) (6,1) 


PloM+(Loo} МУСІ е) (6.2) 
P.,MIO(Lt,)CMI(LE,) (6.3) 
PoMi(Lo0) CMiCLo,) (6.4) 


(1—Р,,)М(1*,) =M,(U;Ss) (6,5) 
(1— P,,)MCET,) =M (US) (6.6) 


(1—Р,—Р,—Р,,)М( И» )=ŠS (6.7) 
证 WfCle, ELN WHER ISO, Јов), 
(Uil Uio = Ui H,.,zy=0, BRS ah Р UIT CUM (La, 
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ЕСО... хур m (6.1), AE PL n] 18. (6.2) 一 (6.4), 
x 由 М, (US) —(1— P, (ML V МЕЖ у 及 M, (0.61) = 


(1—P, (MLE, MT, RR C6.59~ (6.6), X 
S=(1—F,,—P,—PajK 


=(1-Р,, Р, Р) (МІ МІЯ, V ML*, V ML oo) 
-(1-P,-—P,—Pi)MLa, WH, 
L2) 1.7 Tin, T 
Du4-(-T,QTG-TGIPH, Due-(ü-TTDG-TÍTOH,. 


Da = (1—T*T )(1—T;TÓ)H, Doo —(1— TT T)(1—TfTTioH,. 


06,35 Tj 的 特征 函数 ，A4j 一 (1 一 0407) *, j= 1,2 E191. A= 
Au, WELET W, 使 
WKW*=LiQ@U@D,, PA, POLIO Dy GA; DG Di 


QUAL GOL CoDea, (7,1). 
WK'*W^C-HGH! D, CAL QH7QDs, BALIQERD I 
QAI 6) GO Deo, (7,2) 
WHW'''-K''Q(cei fite E Asis + 9292) DB (0 g + 
Asfa) CD (Ag: + Аз); | 
ҺЄН" Н? Бө, fa CHOW 9D в ‚а, CAL? G9 H* G9 Doo». 
g: E A,H* Л Dols (7.3) 


Ніл (s, Lat), На 为 Та 中 的 Hardy 空间 。 


TRE ч и: ua но Фино EE WKW 1, P q WHW BRE, 
Py=u— (CO, + Oates — 8,05 CB (Aqu, Ov 8, A mo) Ф CO vs 
+ Ary, — 6 Aten DCA + Ан» — АА) ) | 


其 中 wc =] cotcenouiict e Ашо cenar, 
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us (e: =A arenu T Аш (е ууар, 


э(е) = Lf (Ө1(Сөйз uolet) + Аүшше')3Ф, 
у. (еї) = Aj св1се'уш (ен) +A; Ке dt,, 


н - (Ly | [etotu. cotum, 181 Aug + 
` AAan)dt dt, 

证 DR GB MILE, Be *Р” 展开, SEMIL, f= 
QUifh 4f = Уен, 由 命题 1.6 和 [108] 48 3 L(L*, LP.) 
[B IRE Ө BB СМ), 有 Puj= OF. 同样 有 
Чал, Lt 08 ЖИЛ ШӨ: L LY, A RITER OL (Loo 
Lt.) {ШИЛ RICO Hs f 5b BJ ЖЕ MI(LTO. Mt (Lao), 

Mw) Bt, Puf- 6,7 ‚Р 07 , E= 8,7. 


HREL. d, K=M(LEIOM (US, OM, (US OS, Hi Ei für 
E1,6, (J-P DML}, )= MUS, , Ф, (1L P.) ÀJ 


ASAT, TEMY М (US) JA лл, DEE 3 

z ARTS, Æ MUS) Аиза Еж, ty BEE, H. 

了 EM(L00) 有 Ф.Р) =ФР, Pojj 一 名 (1 一 Pi)Pof = 6, F 

DEA p =A, Of a | 
X(GO—Pj4—P,-—-Pj)M(La) =S, 这样 又 可 在 5S WR EE 

ФР, Руа ЗЕ A, BA 02057, 
ШФ, MLR) 8 IPOD GLA HERSO CU U Hf) = 
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Di кете аа . 
SW=9,09,09,00., H Lf 与 D; 的 维 数 是 相同 的 = 
经 过 计算 可 以 知道 在 同 构 对 应 之 下 ， 信 | =бу,}= 1,2,9, = 


Alois di = blon s FÆ TOERE, 

MHF К =M LOMU S D DMICU,S, DS, (7,2» 
E ri rM 

H-—K**OQGVX), Җен X, MULtOMIG-MIBI 


ФМ", X, ML? OMICS.) ,mS =( OKs) OM, L$, = 


(QI - PM, Lo ,S,= ( D Ku) MET, =(1—Po)M,Loo, 


直接 计算 知 车 fE- P a Milo, f= (1—Pu)g, 
Wj=W(¿(P,+Pao)f 
= 人 DP,(1— Po)g+ DPog 
=,(1—P, Pig +0 Pog 


(4,0, -А,А, а, 
于 是 
МХ, ФАО ФА: РСН Н Я, в 
CAL? SHAD Т Y, 
WX,— (067 Ф бв©Ауф AI CH*s)H'QoL*,, 


gc AH @12@ Lu), 
这 样 (1,22. 中 用 Do 换 成 Di G,I—71,2) ERLA, 


Pf-f-Paf-Puf Paineis 1 Ру] = 0 uA. v, 
QA, vi Ps; 8, u,@ 6, v; AV, GA, Русе] = 8,0 io DO, A ar 
DÉ Au (DA, Аш, fra ve ms vise HH. BEB (7.4), 
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:我 们 只 须 验 证 《7 ,4》 中 的 nar Vi us Ho ЗНА Ела: XA. XX 
可 以 直接 计算 得 到 。 证 举 。 

命 是 1.8 MIP = K 的 充分 且 必 村 条件 为 ，T*?7->0,7T4"->0， 
п->со), КЇ . 

WKW--—LGLüD,, 
WK*'^W-!-HQjH'GDy;, 

WHW'"'—K*'O(0,H? COH? CoD, 1-0, H?CO H* Do) 

Риси (8,4 + batta), Юн Hy ts WE (7.4) 条 件 。 

命题 1.9 T=(T,,T;》 是 完全 非 丁 的 重 交 换 的 压缩 算 子 组 ， 
МЇ FEAR Hj DHT"CT*) 9 ec. Җи: er 8 T ERRA PHASE, 
RHE 

CO #f=1, WME =i; fGoz, Wl OCF) =T;,j=1,2; 

(2) IEIS |+ | 

(3) (f) - PufQU) |n, ЖА) = едЕ, 其 中 五 是 
TBD SEU ОИУ; 

(4) Ф (Нож BY Go 1, 0* ) B XE GE ES; 

(5) H o BASE, © EO (H> ан) 9] Corz,ot*) Bg [0] ДЕ BR 
IH. 

虫 于 命题 1.8 与 命题 1.9 在 已 证 命题 的 帮助 下 ， 证 明 方 法 与 
n= RA, WAM, 


32 RAWS As, 代数 


我 们 知道 ， 工 (五 ) 可 以 看 作 OD GEI2STCTO RSS S fl, 
WE ж 拓扑 下 闭 蕴 工 (再 ) 的 子 代 数 称 为 对 体 代 获 。 当 对 为 对 但 代 
ЖЕ] ш M={K; Kee OD XP ES T CM ,tr(KT)=0), Ом= 
€, (H)/*M, WW OT—M, (参见 [82J >, 

d: M SL RR, {ERLO 1,—1,2,, Ж Liy 
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Cc, CH), BH Xi » yi cH,i "I 1,2, tg 48 FRCL] = [ху], 其 
xOy RAKES, GG = (2,5)х, 
BATHE WB T — (Ty, ++, Ta) € (BCP), ,0<0<1, ТА д 
HOT ARK ez 是 sz y, 代数 ， 其 中 (BCP)e 是 这 样 定义 的 ， 
35 K dà Polydisc Dn= D x. x DB TE, AER fC H^ (T7), 


有 外 一 spp| f (O1, Hof 38 ft D" 中 的 解析 延 折 ,出 称 天 控制 
TT, Е 
id K,— (О, Àa)s info (Tt A OCT А), (Ts 
An OCT А) 0x6, f Ж {1,2,.-., n) SE CI, ж SABRE). 
Ят K | tal D T", WRT CCBCPO,, | 
Hig frm 1,9, 8107 TWIT ER ARR EL sie 9 
PolydiscD" Eø H^, L'3n L'/,u-85 dr BH. m TEM BMS 
变 的 差别 ， 证 明 比 较 复 杂 。 我 们 只 证 #% 一 2 的 情况 。 
引 理 2.1 А (M, IED, Wr ANH (Ту Ар) (1 
TO, ј= 1,200 
| Sp(TY Q4 TAM) TE (Ag) Ty (Ay) GH) ^ D: 
=S EFA OCA.) 68 (A, 8,042) 00) N D°, 
Sp,CE* CALOT, GUO,TTOG YT (Ag) Hy n D° 
= Sp, (OTCA) O O) 50% (A, 0,042) Da) [1 D*, 
证 x; 4=(0,0), i 
(TTGDTS(D | dye TEC T4(001 р) = (0*(0)0,(0)|p,.. 8*(0) 
06,0001 5,2, (1H = Do (D, ND Фрі I D.) Ge Pin Dio, Ж 


的 约 化 子 空间。 在 Di E, TIT =r, 在 Dy ETIT =n ud 
联合 谱 和 联合 本 质 桨 的 投影 性 质 得 

z CSy(T$(0)T,(0) ,T$(0)T, (05, H) р? 

+92 52(07(0)0,(0),02(0)0,00);Рь) Пр?, 
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2€Sp,(T%(0)T (0), TECOT Ci) Hymn D: 
SZE Sp, OO CO OFC) Da) N D^, 


M Ae OSA ED B, TO) MAE шл згө; ME), 


Уи; 
24 j= 0 时 正好 是 000, = 1,2 PEH вава 
与 0,2 式 成 立 。 证 毕 。 
HE = поо (Due Dus Qu ЄК, g= ropa Brp ЄК, & 
({+в* Ce) = би, Ce) vi (е! уу + (us Ce 5 Porke) + Qu o (e7) ,. 


vu(8)5 + Qigo(655) ,voo(655)5 ,. W] f*g* ELT), 


EED, $P, =0 ||) CH mye] 7t) 1,2, 
P, =P Pag; 
Ж аер, BM eea=PulP ahoaGoGo), WHA 
Hoa CP ,a—6,w,— ws + 60.0) (DC — Aw, + A0,w) 0 
( — Aw, + AS m DA Aw, 


其 中 wj ESOP cadtj= P Ota E Os MEARE HD] = 1,2, 


w=P, 65 (u,) 6$ (H5). 
这 样 
(Hoa) (вед) ce? ) 
= |P,a—8 P p Et (a a — 0,P „6% Ск a — 0,9, P O88 Qu )a | 2, + 


il —A;P,,O* (n, a+ ABP „ди, у 8, (uya, + [AP ,0t(u,)a- 


+ AO,P 6% (i65 сиза 5-7 LA A, P, COE a |ы 
上 式 计算 比较 复杂 ， 但 上 过 四 过 可 依次 等 于 


KP, ,—8,P 21 6*(u,)X(P,, —8,P , ,O* (ui, ))a|: (A) 
| 4: P, ÈP pa GP 5288 CH all? (B) 
BAP, Pan dP, 17 OP, GF ra] сс). 
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(A) JAP „бтлу, bt al (D) 
+ 


—[P,,(P,; —6,P,, 6*(u ya |2— (P,,CP,, —0;P, 6T (o, 2a, 0;P,, 
-É* (qu ) (P, 4 — 8,P ‚8% Си) a> — (OP, OF CP, 
—6,P, 26% (u,))a, Р,,‹Р,,—0,Р„, 632) a> 


+[Р,„;61ш)(Р„,—Ө,Р,,8%(и„)а]?. 

E ш УЯУ yis 
у= — <Р, tU (P. —Ө,Р„,б#С)а, OFP, (Pss— OP,, 

oa P, OHP; —0,P , Ot (n. )a> 

=— (Py OU (Py BP, sb Ha)a, (1—8)0CP, 16%) 

(P,, —6,P,, Ct C )a), 

zd О, Jk POL GOD 中 子 空间 EOL RD, 的 投影 。 y 可 
DES uO- Oh». 

Mf EH (T) 时 


[tyi fh, (1—0 hdt =| Gn. (19h at, 


4B fh, CMRP, k ERAS, Hi y, EHH"), 
(C)-- CD) 
= |Р, AP.: 8f (upali — <Р, AP, ,6*(u22a,0;P , ,OT C 2 AP, 
(Hay — 4B, Р,, 050) AP, Ó Qa, P, ‚&ьР‚,б%(п»)а› 十 
FA, P, j6*(u AP .,0Yr(u,s)al?, 
后 二 式 记 为 уз, DIE 2 € (H°), 
CA) - CB) E (CC) 4-CD) 中 的 第 二 式 相 加 等 于 
(P,,CP,, —08,P,, CT Cus) d, 6,P, 1,824 )(P,, —0P, 289 1(u;)a> 
+P, AP ,,Ó*(u.ya 0 P, LEG) АР, „б (usyay 
= (P.a,0,P.6* (19a? — (P,a,0,6;P, Greu) 6*(a» 一 
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(OuP „SÈ Cada 0P 8? C Ja) + (P АГАЛА АЛ. 
+6 (aa) + (P „б#(и„)а „ӨР „6®(и,)8# Ca) — (6*8,P,, 
6*(1,)a,8,P 6.6102), 

上 式 第 四 、 六 项 之 和 为 零 ， 面 第 三 、 五 项 之 和 为 

<Р,8%(и,)а, OP, ATORI (д„)а —0,6*P Otcu) DDA 


由 于 6*P,a— P,,69(0,)a—(1—Q))P,;a, EH Q, B. LOL 
QD 中 PZA VOWSD, HRB, WELEER — B nT q 第 - 
三 项 和 第 五 项 之 和 在 +(H") rh, +E 

(иеа) (иеп) + — |Р, | 

= (P,a,0, Р, Ót(u,)a) + <Р,а,6,Р,6%(ы,)ау — (P a, 

0,0,Р, 6* (и, 68 (u a> +z 

=¿(P,.,a,(Q, +Q,—Q Q. )P a> TE, 

其 中 z€ +(H=) 

[ГСнәа)»(неа)* — |Р„|?]|1їл(н=, 
= [<P a, (Q: +Q,—Q,Q.)P ,a dt 
=[(О,-+©„—©:0,Р,„е|| 
=1, 


最 后 的 不 等 号 是 由 于 Q, + Q, — Q,Q, 是 НОН D I, 的 投影 。 


[GP ,a,(01+0:-0:0:)P,a) + Ca OP fa — «Pa, 

6,6, P „бї (t,)6% (1,)a)) dt | 

= [Pto]? + EPA Dal 1Р6) B)al] 

«(P6 a? +P, O(a. dal, 

于 是 我 们 得 到 

Сиса)" (кеа) —P ,J|L1/1 (H>< ft al 16 (a - 
+ 204 ©. 


对 任意 ga C Doi, Dio, Dos, id 
Ha = Pye inp, 1P, 2 (бв@А,аеФо@о0), 
pam Pre P,P, ,(Өафеф2А,аФ0), 


ulla = Pue"i^ie7' P, ,P,, (0,0000, A a90, Aa: 
QAiAa), 
经 过 计算 亦 可 得 到 相应 的 不 等 号 。 国 此 我 们 有 
引 理 2.2 Xj acD, GED, сср, dC Do, 


[Сша (иоа)* — P23] сне (6 Qual + l*a) s. 

EC Ab) (u Ab)” — РЕ], am CIT ъа 
leuda, 

IE ewe) ie * — Р, leran CIR Del tE Coe 


4). а)" Расне) SC] 8, 412+ l& cat? ° 


引 理 2.3 {ar}, (bh (03, {d} 分 别 是 Dus Dor, Dio, Dos. 


的 就 范 正 交 基 ， 则 对 任意 ЄН, 
Wasasysz|,: dz Caso 0, 
(rA) zl + |z (A9) | —0, 
[Cu Tes? zle t [z+ Ce Tes 1 0, 
l| ride) ez) z + ze (hd, 1,00. 
证 上 内 证 第 一 个 结论 。 
设 2 = и,,Фиь Фи Фино, X 
(Gras) +2) (е) 


=P, (ен) Gas, (e r)>— 46,8% (1 as i CE) 一 
(8, 6% (as )an,ts,(e") >+ «8, 8,6* (nj) 6* (n, Jas, i, СШ: 
一 (A,8, 04023, uolet) y+ AO QI) EECa, 
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tig, Ce) > — <А, 8, (1, as u Ce) + (AO, 0 (ua) бср Jas, 


избе »> + CA uA (ity 10% (ity) an Son Ce yy, 

REENER HRP SE, (AERA Le 
为 Ca. fle RR, Ha REZA, MAE BUDE B et, 
<arsj(ett)》->0。 再 根据 控制 收敛 定理 立即 可 得 。 证 毕 。 

引 理 2 .4 F=(T.,T2) C(BCP),,0<0<1, 则 对 任意 WEKs，s 
e 0,4, 7H xC Lt n=1,2,:, 使 得 

llExa*x* — РЇ] .cn 6 е, 

证 НЕХ Ко 控制 T。 设 GEKEr， 由 窗 个 算 子 的 谱 喘 照 E 
再 ， 必 有 以 下 四 式 之 一 满足 

inf{ |z| zz C Ss((T*—-M) «ТААСТ, Aa) «8, 
inf {[z| sz CSpe( (TY M) (Т-А) + (TF; A) (TY — 0) ) 6, 
inf(|z| z€ Se((T; (T1 —À,) (Tf А, CT, —,))) x0, 


їпї{ {| sZ C Sp (QT, A CTE — Ai) 二 (Ts AT? —А,)))<0, N 
ЖЕ АО Е 98—20, PFH 3S[EB2,I, 
іпё{ [21526 Sp. (6* (A, 90,1) HARCA 8,042) 4,Do5) 9, 
1 
BEHER 8620, DA асар (ОТА, 09:042 +63(А,)0,(А))°, 
Do), Н. а2<0+=, Wefan} Do 中 的 就 范 正 交 基 ， 使 得 
(ӨКМ) Ө.А) + OFCA Oa CA) —a?)as— 0 (n9), 
这 样 便 得 到 | 
| PCA: заь |2 + |, (A. Уй |: — 02 .oQ(-05), 
被 可 不 妨 假定 
^ e^ L1 
C181 Das] + | Ch an]? )? «0 +e, 
再 由 引 理 2.2， 令 xa Hoa, W 
П.х PI 0 +e, utn, 
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引 理 2.5 T—(T,,T;) C(BCPO,,0s:0—1, ШЕФ 1.9 定 
AUN DE SRB. 
证 ARCH", Winn} E5188 2.4 Rf, RIE RACK, a 


Г КА) — CBC xn, ny | 


= |А) (ФО), Әә) | 

= GO, P» xe xt 

= |Р хах) | 

LOHED lf ls 
这 样 РА) —1‹Ф( xn, xay | SOLE) fas 
(AK, 控制 了 ,因此 必 有 


lif f. — (8 +2) Lf 1 CIO |i, 
APRE fy Ua 
eA « [icf |", 
Л n, 5 noo df. Hoo. RH dr 88 1.9 h (2), f 
ПА = 10701, BI d HERE. TE, | 
RMCLOD EM BRE 00, i. 
Xo(M) = (CL]; [L] E€ Om, BA 7-1, {92} 7218, lxi l|, 
fils, 4 limsup [iQ] -— CLI || <é@ Bt fef z, 
12:92214 Eze: 3] + loi 11 ERA} 
如 果 aco X ,(M5:5 Bo, «Erf Bo, — (17; EL1€ Qu, СЕЛ: 
<r}, ЖМ RON X. 和 性质 (参见 [8210 . 
推论 2.5 T-—(T, T) € (BCP) , 00-1, Wher BRA 
X*,,, 1 性 质 。 
证 BECK, B, ЖЛ 
inf{ |z| ;z ESpA TH T, On) + TEOG)T Q4)3) 50, 
风 由 引 惠 2,2, 存 在 ;二 hax， 使 得 
Cx xt Pil1|«89-e, 


. X8 9[382, 9, XT FEE 2 CL, 
xs zl 029—0, 

B К. 817 Т2, 于 是 必 有 aco{[P2], KEK} Bos, 其 中 : В. 
LCE”) 中 前 闭 单 位 球 。 由 引 理 ?3.5, d ERE, HH dp Bi 
1,9, © H° Bl ofr 的 wm" A, BIL Ф ESR Ф: 
Qar L 是 双 射 等 距 。 设 фс) = PLI. 注意 到 Ó(x00y)— ху, 
TÉ Eert] 6,19 2-6, AOE z EL, fer- AH Ce] 
pIK)OBeo 这 里 B E OS rh ds Bp gà de XR, Der 具有 
Хь. VERO DEB. 

定理 2.7 T—(T, T.) € (BCP) ,0=0<1, NTA gy, dp oy 
个 代数 or Ж o g | 代数 。 

证 出 推论 3,6， AT 具有 Xren 性 质 , 再 由 [82] 定理 3.7， 

具有 sf у, 性质 ， X HiSIEI2.5, ofr HU A ЕШ. EH .zz 是 

SE FR. WESS. 
H EAE NR Аз FORM, ES A + 
. 富 的 不 变 子 裤 间 。 多 个 算 子 的 情况 亦 是 如 此 。 

引 理 2.8 Т=(Т,,Т,) RW SE RBA TH, A= CAL, Аз) 
ERMA EMA TA, fe} URS eR, Ul 
A M,NCLatT,MON, 和 1-1 WRIA TX, DOD-MON, ff 
得 

(ау) D(X)—H, D(X)2[e), ImK= MON ; 

(b A;D(X)CD(X), Tja nEz—XAgz 对 任意 z€ D(X) 成 

м, j=1,2,。 
证 明 ФаГебде ELH”), WF or ЖЕ ҺИ, 所 以 
PELILEO r, bale: ei] orl Lisl, HrK Ag, tE 
IR, DE xy cH, {ELl Dy] i,j-— 1,2,--, XX PEE CAT: 
Аке, = ТА A eej) = (zi:ziz pal eige)? 
m zhzh ,фт[х@ у >= THT faxi yia 
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Ei M-espan(TGTEPx;; kz0, k0, Ё=1}, 
M, —span( T} T tyi Кур, K,270,1221) , 
М-ММ, 

М, NC LatT, MON, jp хаин, Hb zc MON,wicN,. 
Wl АПА e ер —(T IT Eo, yp = (T DT pzy , ШИХ yi] 
= [ny] Ту Тумо» 7=1,2, Wl THT iz = THT nag, 
其 中 we €N, IEAA bee = (Т, T, ауур). 

定义 Xo, РС Ade 4- + PaA) PI Tzi t = + Pal Y), 
其 中 Pj 是 二 元 多项式 。 易 验证 Xo 是 定义 好 的 且 是 可 闭 算 子 。 记 
` X > X, BJ m К. "à uk X E 1-1 HARE (a), (b), TE 
512.9 Т=(Т,,Т,) oR e BS Ea ASA, H sr BE. 
: ly ARB COM) 1 dë D2 中 的 性 一 序 Pj, WY A M.N € 
LatT, f TOn BSF diag an, Ace), ип diag(An, Ac.) OR 
算 子 组 А=(А,,А), Аю = А, }=1,2. 

证 А-АА АЯТ, 使 得 每 个 和 = (а, Ма) 
Ж А X EDEN EG. HL 581ЯН2.8,7Ё7ЕМ,М C LatT ,使 得 T; Хе 
=XA e —AugXe, j—1,2,n-—1, 2, --. BP X E. 1-1 (9, 
WUXe1)-. ER HE JD XL HS. Xe pl... ЗЕ SEE JG 49 #l 
ПУХ, TID -Augfinm1,2,-,2K-—Span (f? ml, 
k1}, WE KO MON,iXPÉ Tuor Et Фав(А;, А), EH, 

定理 2.10 T=(T, T) 5 W RRR Arh of М 
FRR, W] LatT'rH 28 Fi q WTA eek Lath 存在 一 一 对 

证 FC Rigs Ake) =(0,0) ‘WAM, NCH, tti Tuon {1+ 
0. X T;MCN, ј=1,2, FE din( MO(T,MVT,M)zsdim( MON 
= Wo PK EMON HE- TZR, Wb d^ NOKCLatT, Y 
MON 是 无 限 维 的 ， 其 子 空间 与 LatH 基 一 一 对 应 的 ， 这 样 LatT ` 
售 有 一 个 与 LatH 一 一 对 应 的 子 格 。 证 毕 。 
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第 十 二 章 ” 紧 算 子 组 与 联合 谱 的 摄 动 


对 于 有 限 维 空 间 上 的 交换 和 矩阵 以 及 Banach 空间 上 的 交换 的 
紧 算 子 组 ， 能 否 具 有 如 单个 算 子 那 祥 的 谱 人 性质? 这 在 本 章 第 一 、 
二 节 中 将 作 些 介绍 ， 我 们 将 看 到 ， 一 些 关 于 紧 算 子 的 基本 谱 性 质 
《如 Ricsz-Szuader 理论 ) ， 除 极 个 别 外 ， 大 都 可 以 推广 到 几 个 
交 黎 紧 算 子 组 。 第 三 节 中 ， 我 们 将 话 明 交换 的 紧 正 常 算 子 组 可 以 
根据 其 联合 特征 值 展开 ， 还 证 明了 关于 交换 正常 算 子 组 关于 紧 摄 
动 的 联合 Weyl 定理 。 联 合 谱 的 摄 动 是 一 个 较 复 杂 的 问题 ， 我 们 
-在 第 四 、 五 节 中 将 给 出 一 些 初步 的 结果 。 


$1 有 限 维 空间 上 的 交换 算 子 组 的 联合 谱 


ALR, REZA LEAS. FEES BU R9 — 38 
基 ， 使 算 子 在 这 组 基 下 表示 为 的 当 标 准 形 。 这 个 算 子 的 谱 都 是 特 
征 秆 。 而 且 就 是 其 的 当 标 准 形 对 角 线 上 的 由 个 数 《 计 重 数 ， 并 
假定 空间 是 m 维 的 ) 。 

JH mim, A= (A,,--,4e) P H Eñ md 
算 子 组 ， 下 而 我 们 来 看 4 Taylor KAW SCA) BRM, 
首先 我 们 需要 代数 学 中 的 一 个 定理 作为 引 理 ， 这 可 由 中 国 剩余 定 
理 推 出 (参见 [23]》。 

5831.1. 尾 奇 育 限 维 线性 空间 上 算 子 了 ， 必 可 唯一 地 分 解 
为 其 学 单 部 分 Ts SRPA Tu 的 和 , 其 中 T; 与 Ts 都 可 表示 为 
了 的 多 项 式 。 

广 : 这 里 T: 称 为 学 单 是 指 它 相似 于 对 角 定 阵 算 子 。 

下 面 我 们 将 看 到 ， 有 限 维 空间 下 的 交换 第 阵 组 还 是 悍 留 了 单 
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个 矩阵 的 部 分 重要 性 质 ， 并 且 一 些 归纳 过 程 也 具体 地 提供 了 一 项 
联合 谱 的 递 推 计算 的 方法 。 

引 理 1.2 db А=‹(А,,--—-,А„) BARRA, WARK S 
TEUER o CA) 非 空 。 

证 n—1 RM. #n— 1B OW. DU f# TES. ^id 


П кед: А) (0), Ig А» Ai, 11, 0—1, 交换 ,所 
Щщ [1КегсА;—М)& A 的 非 零 不 变 子 空间 ， 因 此 存在 jn。 di 


À Keri A;—A;) =e (0), iE IB. 
” 引 理 1 .3 А (A... As XH ЗЕРЕ A, dimit 
二 zt。 则 存在 可 十 1 个 五 的 子 空间 ло, Wm ЇЙ ДЇ: 

(1). Ai C dj, E— 1, 3j 0,1, Mg 

(2) dim ;-—j,j-0.-,m; 

(3) (0)—4yoc Mice Cu =H, 

证 m=0, 1 Bip Wek. 

假定 结论 在 mm 一 1 met, Bm А*=(А{,-.,А%)„ Hs 
1.2 知 ， 存 症 非 零 向 量 xC H ДА, Wan С,{ф 19 Атх=Мх, 
i-—1,-,n,Wt LJ 由 x 张 成 的 于 空间 的 止 交 补 ; 则 dimL—m-1, 
SAA ALCL, i=1,,n, HARE, ТЕ 在 子 Sele, 
Ф т-1 HO) C2) CR, ASR LB RA, BS 多 mm 一 日 ,就 
完成 了 证 明 。 

引 理 1.8 SUP, Н ЕЕН BRIE ERI ЫИ 2; 94] 4 
RHEE, TRAN „= eS. BSB 1.1 rh BS a — 
HE, APL BR EE PRS SD. 

定理 1.4 ЫНЫ ЫЕ Н), dimi—m,A=(A,,-, 
As) 是 HH 上 的 交换 ATHA, M Sp(A)—op(A), + HoA) Er. 
Con m PRA CRRA 。 
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证 BE A= Sr+N, Wy Ax ROR ABS Д, KE 一 1,*…sn。 
E S=(5,,-,5.) 81 N=(N,,-" QNS), 下 面 我 们 分 三 步 证 明 。 
(1) Sp(S}—gp(S), 


设 S= МӘ | 
a i=l ha 
ACD 


Wa aD PRT = (О, APC CT, ER 1, т) COp(S) S28), 
反之 车 hh EF ,MN S AI AMO LPOG 1,6, 
1E (7s [М — A4? ра 
hey 
B;— ^, 


Оу RED DMMP | | 
i-i,-,n. 容易 看 SBMS) =1,щ КЕЛУ А Quse) 
i-1 


蕊 Sp(5)。 实 际 上 我 们 已 证 明了 508) —0p(S) =, 

(2) 6.6А)с8,(85), 

def] HAN ER. т 0,1 HERH., Emitt BY, al 
理 1.8 ， 存 在 互 的 一 组 基 ， 人 局 A: BU EROR 


ai 
1835 S| et 4.1, щщ A= (A, An) 奇异 时 ， 
或 者 lale aD OH, Mil (аі ==аї = =01=0, Е1В 


S 35h 
"| “ °) yt 
ai y А ‘at 
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Bhd (z. ) ü ye 推 得 
ail, а? 


S EE НА 
(3) S&(S)C S; CA), 


BICI, SoS) 0509). TS UE Г] Kers: (0). 51Ж1.1 
知 ,S 与 N 都 是 交换 算 子 组 ,而且 任意 8; 与 Ni 也 是 可 以 交换 的 , 从 而 
知 , 非 零 空间 K 一 门 Kers; 是 关于 N 不 变 的 .类似 引 理 1.2 的 证 明 可 


Al, ШЕМ BORER TH, AOE triz Е x CK, 
dH Nix-—0, i—1,-n. MR Y Ax—0,1=—1,+- yn, 
综合 (1)、(2), 《3)， 我 们 完成 了 全 部 证 明 。 


$2 Banach 空间 上 的 交换 紧 算 子 组 


单个 紧 算 子 熟知 有 一 套 Riesz-Szuader 理论 ， 它 与 解 积分 Jr 
程 有 徐 切 关系。 自然 我 们 关心 交换 的 紧 算 子 组 有 元 类 似 的 性 质 ， 
Ria, BINS FRE. 

定义 2.1 te A=(A,,--,An)%y Banach 空间 三 上 的 交换 "E 
算 子 组 ， 下 面 八 个 命题 称 为 关于 算 子 组 的 Riesz-Szuader 理论 。 

(1) Sp(A) АЕО, «o ORADAN А 的 联合 特征 值 。 

(2) jig A BJ Banach 2 [al J& 9g E tH PN A^ = (AY, .- 
A), WE Sp(A)=S,(A’), 

(3) 9А (0,*,0) А ВВЕЛА ЕЕ, Б HIE 的 联 
合 特征 向 量 空 间 必 是 有 限 维 的 。 

(4) АЖ АА СО, 0 的 联合 特征 岗 量 空间 与 Az 关 十 
入 的 联合 特征 向 量 空 间 的 维 数 相 同 。 

(5) Sa(A) 的 级 限 点 只 可 能 是 (0，… ,0)。 
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(6) FA, WO 下 的 相应 于 入 的 任意 的 联合 特征 向 量 * 与 
A’ 的 任 一 相应 于 上 的 联合 特征 向 量 f 直 交 ， 妈 fx) 二 0。 

(7) ФА (АА) 36(0, 7,0) UW AR SET FR > Q —Aiyxs 
=y HRMS Ey SA’ AMER TA RE f 
ES, BEfOO-O, . 

(8) To Oum Mee (0,7 0) WAR EDT 21 04 An 


=j 可 解 的 充 要 条 件 是 了 与 A ВОЕН Р А 的 联合 特征 ЖУ: 
XR. 

M Eme Pa esl, Zo Riesz-Szuder 理论 与 一 Ж 
不 定 方程 的 解 有 密切 关系 。 此 外 ， 定 义 中 对 A INT ЖЕ}, Ж 
是 不 可 少 的 。 从 下 面 的 例子 可 看 到 这 一 点 。 

取 二 维 空 间 上 的 二 个 矩阵 ， 

01 0 0 
meres ^c 

则 不 难 验 证 ,4= СА, AD BUS KAREA BSE 50А) — 0, 
当然 是 不 合 情 理 的 。 | 

我 们 希望 算 子 组 的 Ricsz-Szuadet Mig У, (AMA Dk 将 : 
可 能 引起 质变 ， 尽 管 如 此 ， 下 面 策 果 还 是 不 太 令 人 失望 的 。 

定理 2.2 交换 算 子 组 的 Riesz-Szuader 理论 除了 第 四 条 不 成 
х, НЯ 

证 我 们 先 证 当 和 二 (0,…,0) BAA SCA) 的 孤立 点 时 ， 
А СА) Й A= (A... A, 的 联合 特征 值 。 

事实 上 ， 有 Taylor ЛЕЕ PEARCE 113) , Tf EA 的 两 个 
ARETE T 25 [up Y du Y, (if X—-YlY, Spf Aly) = M), 
Sal IYO-SRA)N HU А BU — + ЧЕ SE 55 А, ЕН Taylor JE. 
ФЕИ ТЕ ТАТ S (A: YO = (А), H T AdY ЕКИП лао, 
必然 有 qin « ос (Е LAW EY EEE ST Sp(A]Y) =op AJY js- 
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PLAT АЄор(А|У)соь(А), 

现在 我 们 来 证 明 《5) 。 用 归纳 法 ，n==1 时 已 成 立 。 假 定 小 
于 nn 时 都 对 。 关 时 ;车 为 Sp( 有 AA) 的 极限 点 ， 则 存在 两 两 不 同 的 
(00) BA САО eee ADD, A (Ал, +, And 
Ат[ н = fet UC. 

(a) (QU, - AD БАС? XP m dip dé Ju FR 4° A, DH 
Qs , ni) 与 和 分别 是 SpA AO EE S An В ER. д, 
出 归纳 假设 得 和 一 (0,… ,0)。 

(b) Ch Ae Fm 有 无 限 个 不 局， 但 存在 导 ， 洲 席 
>M ff, М"? =Мм„ ЩИ ОМ, -,12)—(0,-,0, Wü EL mo 
Мр, (АО 由) de S,CA..... An- ASE IRE 0, 
WO, e AU An); mo M) Æ SeCAD Ж ЛЯЙЛЯ A D. sZ 
点 ， 和 内 前 面 讨论 知 它们 必 是 А 的 联合 特征 值 。 取 相应 的 联 人 台 特 
征 向 量 (x";m>M), 一 育 面 由 于 和 二 0， W) A dim(Span (x 
>M)} 之 co, 曙 一 方面 至 少 存 在 一 个 tt， 使 NF! 有 无 限 个 不 同 ， 
但 А; 的 不 同 竺 征 向 量 对 应 的 特征 向 量 是 族 性 无 关 的 ， 这 个 矛盾 
i BH ELSE À«— 0, 

(су (MK... A Y RAA ETAR, LAN} 必 有 无 限 
^E], FEEBS OH, WU. 

这 样 就 证 得 了 (1) 和 (5)。 


(т) 必要 性 R D Os Ay 可 解 ,JE П Ker, — A), 


Wl f(y) = СА: ADXD = Ыгын Afi =0, 
充分 性 PY SEG A= CAL hed e050) Et, 我 们 证 曲 联 
合 信 域 D mA AQ BB, 事实 上 只 要 证 明 


Т.(х;, ey Xn) — $ (A; — Ài)xi 
i-i 


mbH. PEt T tit MILK RET RMR 
T! ,y— (CA Ay, An — Алу) 
的 值 域 闭 。 设 Me 0, EAT 
5; СУ" (Yn) yis 5 

易 知 此 时 5Т/ =I 一 和 i; Au, 其中， 了 为 X/ 上 前 但 等 算 P. HF 
МСА: HEX’ BEER C, A IET JE Fredholm 55 +, 
И Пи T" B] 

现在 我 们 可 以 证 明 充 分 性 。 

му € YmO;—A0, JB Ves 1T OS ADAE 
A0)—9, REDEA). 

(8) BEE. BOA eif 可 解 ， 则 对 于 任意 的 xE 
站 KerOs 一 40， 有 To) 一 Уф, @0ы—А,)х)у=0, 

在 证 明 充 务 性 以 前 ， 我 们 先 给 个 Hid. ACM, 4x 
当 反 空间 特别 是 有 限 维 空间 时 ，(8) 是 成 立 的 。 

IRERE. IEX, If] Кег(м— A00, 

A k= (М, shn) E A 的 正则 点 ， 结论 显然 成 X. | 

ЖК A= (А we shad (056,02 为 及 的 谱 点 。 在 (1) 和 (5) 


的 证 明 中 已 看 到 ,这 时 存在 A 的 两 个 公共 不 变 子 空间 了 和 了 ,, 合 
1$ X=Y4Y,, SKAJY) —osA|Y)- {А}, S,CA|r) =S,(A) 


MO bp ашу оо, 
出 于 А-А 限制 在 Yi 上 是 正则 的 ， Ej th FF E Sis" BEY; з 


R У) u= CANO в HY. HE sn НО X ЕЙ 
Q1, ФиС) 0,191, n, WMA 
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B 
nudum 


FI 


` —. — Mk Ta unm ыр 
TUM да ши ме, ate ме 


REY mt, (DMA PY) = 03 


CY BE ( 31 Оч — A000 IO САУ Dale 
=}(х)„ (2,1) 
又 因为 dimy< co И B Ker ADCY SUV 


iv] (Keri Ale) ) =f Keri —A))-0, 


据 上 面 的 注 记 知 ， 必 存在 hi, ha CY, S 
SX OG, (А |у еру 


Meh; dnd X EMS Re, Se: (Y 0—0,1—1,--,n, И 
时 有 


xcvi ‚(33 Oi A0e000 = 3 (ы САЦУУ у(х) 
SK» 
xCY R, 2 Ci Ay) pid (x) =0, (2,2) 
rei pi + Gigi =1y ee n JET (2, DR 2,2) 3E EAR 
Ea, Ipixf , 


(OPREM MT. RA=C*, A=(A,,A) 4H EB ЗЕ 
RAT, EMER RRA 


000 000 
ZU ZH 
o00/ 0007 
000 010 
s [io] кте) 
010/ ooo! 


则 
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Ja th dim(KerA, ]KerA,):-21, dimcKerA,( |КегА») = 2.05 
18, 


83 紧 正 常 算 子 组 及 联合 Weyl 定理 


上 节 我 们 已 经 知道 了 交换 的 紧 算 子 组 的 Taylor ШАШ C 

PLACO,--,0) 为 唯一 可 能 聚 点 的 可 列 集 ， 并 且 SECO, -- 078 
点 均 为 有 限 重 数 的 联合 特征 信 。 现 在 我 们 考 宦 人 性 质 更 好 的 算 子 组 
Hilbert 空间 上 的 交换 紧 正 常 算 子 组 。 
我 们 知道 ,Hilbert 23 ја LUNA E PESE-EHB R B ДН 
abhg-- FEE. BSE ， 它 的 联合 谱 结 构 ， 联 合 范 数 等 
都 直接 可 算出 来 。 我 们 指出 ， 当 每 个 对 角 和 矩阵 的 对 角 元 素 都 趋 于 
0 时 ， 就 成 为 交换 的 紧 正常 算 子 组 ， 下 面 我 们 要 证 明 ， 事 实 上 每 
个 交换 紧 算 子 组 部 可 以 在 某 组 基 下 表示 成 对 角 和 矩阵 算 子 
组 。 

定理 3.1 Н Hilbert 55], A= (Ape, Ан) OP BU 
TENATA, W 和 4 可 以 根据 联合 特征 值 进行 展开 ,从 而 可 看 成 
对 角 算 子 组 。 I | 

Ж H. E ERBIZ.20, 

, SpA = {(М,... ‚АМ урт=1,2,+}1_{0,-—,0} 

Жү AGA] Ee JACU2x0, т=1,2,-.,3ЁН Ken CM, one 
Af) 为 和 的 联合 特征 值 ， 对 应 Ken 的 联合 特征 空间 是 有 W HE 
M, BUH ет, el. HFARERAFA, BAKA 
联合 特征 值 对 应 的 联合 特征 空间 是 相互 正 ЖЖ}, TES Pn 为 
对 诺 和 中 的 联合 特征 空间 上 的 投影 Ро=1— У)Р,, W 由 
于 4 的 乘积 测度 集中 在 SA) 上, Ri E АР, АР,» 
A;iPa— 0,11, ,Ho 这 FE XT 尾 fg xcH, 有 4 的 联 fr 特 1Е 
3h | 
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, A x= DM x, eper 


Азх= SAU Kx, eR eT 
ЕНГ 


A= DAT eter 
m, k 


AE m=i, 2, k= 1, Као 

SAR TE BOTH EFIK mr 再 加 上 Рон 中 的 一 组 正 交 向 E, 
就 得 到 互 的 一 组 正 交 基 ， 在 这 组 基 下 ，A= Ad TER 
OO ABT. EH, 

现在 我 们 利用 联合 特征 展开 来 证 明 一 个 有 趣 的 缚 果 。 

定理 3.2 o AGAS, A2 28 Hilbert 空间 及 上 的 交换 紧 
ERP, (Ат (MP Mm x(0,-,0) A 的 一 列 联 合 
特征 值 ( 重 数 计 算 在 内 ) ， 若 将 (Km) 按 模 排列 ， 使 得 AO [> 
LAD qm, WE Ао {= [А], 


IX |=min max « Хаи I) Leod . А] -1 小 


[yero] min max{( $ ast P) reis eM 1 +} 

证 因为 Uuflessee 1711) E H PARR, MAL 
WORT, Wk max 是 有 意义 的 。 下 面 证 明 中 将 指出 min 也 是 有 
意义 的 。 

因为 4 是 交换 RER, D Are) = JAI, SpCA)\{0} 忆 
oA), BibL E48 I AO |= Ale 

ЕЦ р ду {LAO} 的 规范 正 交 联 全 特征 向 量 序 列 {jm}， 
我 们 就 选 8 一 fj，j 二 1,…,m。 则 对 每 个 fg-…sgm， ЖН A I 
.联合 特征 展开 ， 我 们 有 
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EA = BEM Da Р 
= 2 WD dp 
= У IA j 
< {дет ар, 


让 此 得 到 А [Semin max{,…}。 而 且 看 到 min 是 有 意义 的 。 
PRE gite ogm JE H PRR. MEE fia foi 8 ТЕ. 
张 中 的 一 个 单位 问 量 f, RET f Dess Emo ЖЕ] 


È ПА: 2 = > ү му, РР 
= SS ШЫ y 


MM 


=>] duni M 
zip. [amt amt, 
所 以 有 ACH | <min max{--}, 证 毕 。 
对 于 交换 的 紧 自 共 斩 算 子 ， 我 们 用 Reyleigh Кі vi R A 
特征 值 ， 也 许 为 计 算 方法 更 感 兴趣 些 。 
定理 3.3 设 ACA, LADO HARRAH T 组 , We. 
ca(4) 从 左 到 右 ， 从 大 到 水 按 字典 法 排序 ， 
(RU, e ALD (МАР, AP) aes 
其 中 联合 特征 值 计 重 数 ， 则 有 
MO = (MU... AG) = max( W(A)), 
A= (ALD, А49) = min max (CA, x) , (Аах, x) )/ lix]? v. 


MET = QUEE e METE) == min max LAX y 
"fr i 


e CA ху) [x 2. Вр max, min ҮРҮҮ 意义 下 的 。 
+ 220 - 


证 ВЕС) А GERBER, |х|=1, 有 


(CAD ns CA e | od enu OR | 
S h(A) 


OA) ROSEO A BRATH ВТ WCA E С" 中 紧 集 ， 不 
难得 到 第 一 式 。 余 下 证 明 我 们 略 去 了 ， 只 要 注音 到 万 徇 联合 特 
征 向 量 空 间 必 是 克 的 公共 约 化 子 空间 ， 就 不 难 富 出 全 部 证 明 。 
证 毕 。 | 
为 了 研究 一 个 算 子 在 紧 摄 动 后 的 谱 的 变化 ,人 们 曾 引 进 Weyl 
谱 。 关 于 正常 算 子 ， 有 个 著名 的 Weyl 定理 ， 就 是 说 一 个 正常 Ж 
子 的 谱 去 掉 孤 立 的 有 限 重 数 的 特征 值 后 ， 剩 下 的 谱 是 紧 算 子 永 运 
报 动 不 了 的 。 下 面 我 们 将 这 个 结果 推广 到 交换 的 正常 算 子 组 。 
定义 38.4 BET—(T,,—,T.) 是 Hilbert She H LAZA 
ЧАН. ma (T) 为 工 的 孤立 的 有 限 重 数 的 联合 特征 值 全 体 ，we(T) 
=Sp(T)\oo(T) 称 为 了 的 联合 极限 谱 。 — | 
30383,5 db А=<(А,,.-,А„) WARE RR TA, MAH 
QM) €S; CA) NOR (A) 时 ， 必 有 一 列 单位 向 量 {fm}， 使 得 
fa" 0, 10А Аг) |0, (m—oc) 
ik 对 的 任意 邻 城 OO， 必 AdimE(O,) H= oo, JE rw 
到 的 一 列 邻 域 {4"}, 这 时 可 选取 一 列 正 交 的 单位 向 量 {fmn}, 其 
中 fm € ECAT)H,m—1,-- „ВАХИТ fm 一 0, 和 (CA: Af 0, 
(m-—c6o),1—1,--,hn, TER, 
定理 8.6 iZ ASA eA УЖ dA m IE PR STA, d 
. #={К = (Kye | K.) K EERE TH, E A+K 是 变换 算 子 组 。 
则 下 面 等 式 成 立 ; | 
z CA) (1 SCA KD, 


证 设 和 A= Quy M) Coc СА), 则 存在 和 的 邻 域 01, 使 
E(O CR 19k 3 T &К= (Ki Ka), Ki; -E(0,),i—1,:», 
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п, Wi Kc, HA+K-A, ERS PHARM. Bs A+ K 是 : 


交换 的 正常 算 子 组 , 故 MESpCA 十 KK) 。 
反之 ， ВА (Ajse phn) COCA), 据 引 理 3.5, 有 一 列 单位 : 


向 量 列 (fa), fm->0, ПСА XO fal] 0(n—co ) Е АК К... 
和， 有 lKifa|—0 Cn--opi=1, ny F Ж 164-6 


Ki— Xi )fa||—0 (m-200) f=1;,* ho 这 样 知 k= (4, ka) E So- 
(AK), TE, | | 

433,8 设 有 4 二 (A&An) 为 交换 正常 算 TA, KEM. 
3.6， Д wA) = f} SAHE) A ВА Weyl B, 


定理 3.9 VACCA, AD 为 交换 正常 算 了 组， 网 w (CA) 
=Sp.(A) STAY, 


证 定理 3.6 BHH ИСА) =0,(А), W R E EE Sp (A) = 
Oc 及)。 这 可 由 以 下 一 询 等 价 关 系 得 到 Gx :LCD 一 LCH) / K) 


-一 7 
| NE Spel AJEA) Ай 
— n M А 
EAA) -А САЯСА) — ^) ip 3d 
€» diag( > СА: М) (Ai Ai) WIE 
«0€ Sif 21 Ci A) CX) ew ( D (44—М)” 
(А: —А№)) 《单个 算 子 的 Weyl 定理 ) 
<> ESp(4)Nooo(4)。 Е, 


$4 混合 谱 与 紧 摄 动 


. 在 第 二 章 中 ， 对 于 Banach 空间 三 上 的 交换 算 子 组 A= (As 
Аз) ,0„(А) = SKAN OKA Џо. САУ) E УА НА, Ж 
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节 将 用 摄 动 方法 来 研究 混合 谱 。 

”第 二 章 中 我 们 定义 了 联合 谱 、 联 合 本 质谱 和 指标 ， 并 且 还 给 
出 了 -- 些 正 员 的 或 Fredholm 算 子 组 的 特征 ， 为 了 下 面 证 骨 的 需 
要 ， 我 们 再 给 出 以 下 定理 (参见 Vasilescu [117]) 注意 我 们 以 下 
用 上 和 链 来 定义 复 形 的 )。 

定理 #4.1 设 A= (А,, , An) À Hilbert 空间 H 上 E Ht 算 
T. E(H, A) = (ЕН) a) 是 相应 的 A 的 复 形 , 则 存在 Hilbert 
23 BI Hi = © EXCHYfi Hi = OP (H) ЖТАЄМ(Н›,Н,) 满足 

(1) H— yk, Im HJ<=>ImTa Hi; i 

(2) A JE Æ Fredhelm (Fredholm) <=> ТА 是 * ‘Fredholm 
{Fredholm) Е 

(3) АЗЛЕЙ<=>ТА nd 

ТА 的 定义 为 TA Din) = OP Et д) НИЖЕ ЭЖ 
KREA: 

KerTa = ©. (Kexb*O Imi) ; 


ImTa= @ (Imdrtggimidie*:*), 
К>й 


H,OImT4- Ф (Kerd***1Gimd?*) , 
РЕ 


定理 4.2 фу А—(А,,А,) АЯР, Шо. CAD TEST R. 

证 wded ^ Журу A 的 边界 算 子 ， 则 根据 Ta 的 定 S, 
ТА(х@у)=йвх+@ *y, ЭЕ om(A SIR, AMIE BOE, 
Om( А), ЛЕЛЕ 0 Уос C2, ROM TERI ЕЕ Va. zC o, CA) , 

i 0CcosCA, SH Om CA) IRE 2 ERE 4.13 IMT a= м 
@Imd'* fy ,HOImT a= Кета! C Imd93- {0}, [R8 ТА JE -Fredholm 
算 子 。 据 Kato [913 定理 IV5,16, 4f ТЕ e, MOT a—Ta_zfl= 
|7:[<е Bt, Taz thoy Æ Fredholm j£ T, H dim KerTa2< 
dim Ker Та, Ind T4—Ind Tane, THER |Т. |<е 时 , Ker ТА, = 
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Kerd' (A —z) G(HOLImd! (A —2)) = (03 ,ImTA. ; —Imd' (A —2)@ 
Imd!*(A —z) fj, dim(H,OIm Ta.)2) «dim(Kerd/ (A—z) Ой" 
«А – 2)) —dim(H,OImTA)23-0, 2 Hjzcoa4CA), BAT: 
F ЖЕН), WEE 0220,24 elcd 7. <s. Alt, Ver 
Gm(A), HB as CA) 是 一 个 开 集 。 

推论 4.8 B A=(A,,A,) CLM) 是 交换 算 子 对 ， 则 SCA) 
的 边界 Ва($5(А))Со,„(А)[ Jo (A). 

证 由 于 om(4) ENM, H Oml ACSA) dX ВСА)» 
ГПо„(А) =ф, MMA Bd(Sp(A))co,(A)|_Jo.(A), iE. 

下 面 的 定理 是 关于 紧 接 动 的 。 

定理 4.4 i$ А=(А,,А,), B=(B,,B,yL(H) 都 是 交换 算 
了 了 对，Ki 一 Bi 一 Ait, ї=1,2, ERKAT, Ж 0 ESAS), 则 
0€On(A) , 

证 ”由 于 Ta 一 T4=Tr 是 紧 算 子 ， 于 是 IndT4 一 indTa= dim 
Ker Ta—dim(H,@Im T4) —0,4H 0Є5,(А), А Æ Fredholm, W 


Ker TA— Ker d'(O (HOIm d^ у (0), BP 0 Со, (А) Jo CA), 0€ 
Om( A), WHE, 

п23 FF, т ИМАН, LAPT PAE R. 

定义 4.5 ASA), AD RM TEL, 

Oml A) ={Z Efn A) di (A— z) ,Kze0 fup, 或 者 
dau qu CA 2) km 078 AT E), 

Og, CÀ) = [Iz CO (А) FETE i0, EP A-z) dt Azie 
Жар} 

Om RARA LAR, Om RAI GE, BRA 

Om =O m, |0,» Op f 19m, = Pa 
交换 算 子 对 只 有 混合 工 型 谱 。 
定理 4.6 on (AAR. 
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证 P2ConCAD,H] A— 2 EE Fredholm, Hi di Az), 
da{A— 2) HJ, Ker TA I = (01, W Ф H G! ImTa ;=10), ЖЕ 
Ker Ta.:={0},%t Ta-2,d%A—z), P ^CA—2) N. Fš Kate [91] 3E 
JH 1V.5.16, НТА 5, d*(A— z), @(А z) o + z 连续 知 存 在 
4709, ц le’? —zF<6 BF, Taz’ 05 2g 3EFredholm,dv( A — z^ ), 
dGQA— 2^) yn, ЖН dim Ker TAM «dim KerT4 ;/ —0, 
Ind T4. ;" —Ind TA ;,-py k 得 到 Кегга == {0}, H,OIm Ta „4 
10). IN 此 Te 一 { ЄС", |z—2^ | 8) Con, СА), Om, (A) 是 开 
集 。 证 毕 。 | | 

推论 4,7 设 А=(А,,--,А„) 是 交换 算 子 组 ， 则 有 

Ба‹5›(А))со„(А)| lo, (А Jos (2). 

定理 4.8 设 A= [A sAn), B=(B,, 7, Ba) 是 变换 算 子 
£H, Bi- Ai=ki, i=l; an, MERKA To WE 0ESptA)\Sr(B)， 
WOE Tn Aa 

证 A T2—Ta=T, BRAT, IndT4 一 IndTs 一 0。 但 是 
9 CSA), ҢҢ Ker Ta = @ (Ker бк) d-t) {0}, OlmT 4 


— @ (Ker d?t*! Im d25) x (0), EI 0 Com CAD ES. 
$5 有 限 重 联合 特征 值 的 稳定 性 


有 有 限 重 数 的 联合 特征 值 在 联合 度 中 也 占有 一 定 的 地 位 。 因 为 
对 于 交换 紧 算 子 组 K=(K pKa), AHL 2,2 可 知 ,除去 (0，… 
OM, S.C) 都 是 有 限 恒 特征 值 。 这 池 的 主要 目的 是 讨论 有 m 
重 特征 值 前 稳定 性 。 
”首先 对 有 限 维 空间 上 的 算 子 组 加 以 考察 ， 然 后 将 这 些 结果 移 
植 到 Banach 空间 上 去 。 

设 和 是 有 限 维 空间 XX 上 的 线性 变换 ，dimX 一 N。 筷 的 特征 
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多项式 det(A—A) = (А) = (А-А). (AA) W X= VF: 
DOV ЖУ (£C К,А А)" 2-0}, ЖЕУ А BJ 
RPS, HEV А МЯУ Н], 

HASA ADEX LAMA FAS А, ХАН 


RY SR X= Qvi. H АА; АА, ДЕУ 是 每 个 A; 


ЕРА, RV ER {EEX СА: 410" =0} 
САНТЫ Таса LEk =, 
M] Vi, aa А (4 和 … Aa) 的 不 变 子 空间 ， ЭЕ H. X= 
C Veka CHE: Vi, ka ABA (01). 


B|EB5.1 Vi, nate (0) HRADU RIRE ALE A. 
的 联 含 特征 值 。 | 

证 充分 性 是 显然 的 ,必要 性 的 证 明 只 要 利用 4 一 (4,,…， 
AO ЛЕНЕ, 

定义 9.2 Zi Vk, nee 10), "m Vike 2g ABSENTE {И 
(1, 7,ÀA10 的 根子 空间 。dimyr a. # 39 Gu, НАТ BR, 
жт. 

FE I Е ЗЕТ ЯК, 

ИТЕ А = (Аз, An, X WANE A МИЕ TS IRE 
WHAM X=OVi, Zi А=(А,,--,А„) ATR, RAN 前 面 
已 看 到 A 可 能 没有 联合 特征 值 。 

Ж A(x) = (Ale) An x), А Сх) CLIX), X: 8 В. 
HFN, x€ Doc С, Do 是 连通 开 集 ， 对 每 p x€ Do, AGO 是 
AE PAP, EACE Do REET, гій Hy 不 妨 D E Dos. 
А(0) =A=(A,, ++, Ando 

Ht A= СА, Aa) JE A AIR ATE BRA т = dimX,. 
Ht ARV =U хе X Us, BEU: 4988 M AGSp(AD NIA}. AW V Bc 
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LE AUR EEE A SAONA У = ф. OC JE HE V,, 使 
VUV DSA), {НУГУ Ф, TERME H rxv (z) 是 YUY, 上 
解析 函数 。 在 Ui IPRC RT, А ET By A МЄ 
inti, dir Arce) PT, WAFL 0220, 25 [x] «0 В}, AGO 在 
Ibn. TH 
Xp(A(x)) Š= 


Gas Race zXy(GOEdz, A ++ A d zs 


= ( ami ) Raa) -zdz A A dzn 


= B Í `" 1 i —ZiM a 
=- (r) |. |. ПСА: Сх) Zi) edz, din, 


Aw |x|<ó 6, P(x)=x,(A(x)) KP x р. H T P(x) E: 
投影 算 子 ， 故 dimP(x)=dimP(0), 

根据 Taylor [113] 中 定理 4.9 的 证 明知 S; CA [Рсоху = (M) 
SKA] (1-рарх) =S LANA} RIL d$ PCOY JE АТАНЫ 
空间 ，dimP(0) =m(P (0) 称 为 入 的 特征 投影 》。 

总 结 上 面 结果 得 出 本 ZEE 

定理 5.3 UE AGO = (A(X) ,Antx)) 是 解析 交换 算 于 值 
函数 组 ，xEDo 二 C。 对 30EDe,， À P: AC) 的 人 尾 一 联 会 特征 值 
P(xo) 是 入 的 特征 投影 。V 是 分 离 * 与 SstAlxo) 儿 {A} 的 多 面体 域 ， 
WEE O> 0, 2Щ|х—|<д, xC Do Hj, dimP(x)=dimP(x), 
FEH PoR. . | 

这 个 定理 说 朋 , 当 |x-xo] < BF, А00 V 中 特征 值 的 总 E 
数 与 和 的 重 数 相 等 ， 但 我 们 并 不 知道 Ao) E V 中 的 特征 值 个 数 
REAL, MERE eR CAF) Tœ), Kato [91] 中 
TERT, Tix) 在 区 域 Do 中 解析 ， 则 T. CO) 芍 特征 值 前 个 数 除 De 
PSR AS GRP ЛАЕК BRISA , PRBS x AE, qu 
是 一 个 常数 5。 对 于 交换 算 子 组 ， 这 个 性 质 同 样 存 在 。 
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定理 5.4 jE A(X) = (A(X), ,Ал(х)) dEIX Bi Do FO Er 
ERATARA, AR D— D, ERS AOMA LIII E 
通 区 域 ， 则 AGO 的 特征 值 的 个 数 在 卫 中 是 一 常数 s， 并 且 可 用 
TE D 中 解析 的 s 个 单 值 画 数 来 表示 这 此 特征 值 (x 称 为 A GO ИЙ 
УА. WME x ERT A Сх) ВМО ç 

证 只 须 证 明 对 于 任何 *ED， 在 在 x 的 邻 域 Yx,， 使 对 一 切 
уЄУх, ACY PERN TRET ACOH FIER. Mit gd 
Ж PRE D HES, ACOE D 中 特征 值 的 个 数 是 一 
常数 з, 

W х=0Єр, XJ 0 RA ERE. ORR Ах) a BIS o 

由 单个 算 子 的 解析 稳定 性 ， 为 A4= Aun A0 的 任 一 特征 


їй ш= CAT, oy Ai › | ЖЖ Ж Vi = xV, ШУ: 分 
BEAL 5 S;CAONOL) ERAI k, VM - |<; I As GO 
在 Vi 中 仅 有 一 个 特征 值 Mi(x); 又 PO) = Co fr, Racw-s 
dz, A A dën ЖЕ | x | e: 中 连续 。 Hd; — minfei,ói 15" Ji}, И 4 


|x| <: Bj, dimP;(x)=dimP;(0)-= ui као PIS UR 联合 
BMRB, AWE Yi 中 只 有 一 个 联合 特征 值 ， 且 重 数 уи: 
的 重 数 相同 。 自 于 和 (xz 的 特征 值 的 总 重 数 为 N=dimx, W ó= 
minftdly…yday， 当 [x| < 时 。4(x) 的 特征 值 个 数 等 于 4(0) 特 
征 值 的 个 数 。 | 

在 上 面 的 证 明 中 可 以 看 到 ， 对 于 А 的 一 个 特征 值 岂 ， 当 |х | 
xi By, AE Vi 中 具有 一 个 联合 特征 植 EOD m (М(х), у 
AGO. TH ALC) 根据 单个 解析 算 子 的 性 质 是 解析 的 ， 因 Ht. E 
x=0 的 一 个 邻 域 中 ACK) AS s 个 联合 特征 值 可 由 个 在 此 邻 域 中 
解析 的 函数 组 来 表示 。 由 解析 函数 竟 唯 一 性 ， 得 到 嘱 中 AC) EB 
HEENA з МЕТ RAK ETH 

下 面 讨论 连续 性 和 可 微 性 。 人 奶 设 X 是 有 限 维 空间 。 
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定义 5,5 W А(х) =LA X), Anl) 是 36, Tog. T {& 
数组 yx 在 区 域 Do BAR И, {ЕҢ ACO — A BAPE K 及 “的 一 
个 邻 域 VV 分离 和 与 Sp(AD\{A}, TE ТЕ 00,25 [x | c0 时 ， 
AOF V , РЁ РШЕ [EIU ЗАТ AR RS, RULES AGO 的 特 
iE f AC) dE x —0 连续 。 
Ak, FB AGB R SRE (AE, ИЛОН. K A Bj m CREATE fi, RU 
ЖЕ Ж fE AO m ARE BORE A BORA GE И 5 X hu Ж 
数 相 等 ， 都 为 N。 

Ry C" nh 25 HN — £8, s= {har s! (MPa. MN, 
ec, 

4 dist(s,s*y=min тах [У,—М|, (5,1): 


Н. тіп 是 对 s ВЭР AN TAR ВЈ. А А 是 C" 中 的 范 
数 。 易 证 (5,1) 定 义 了 一 个 距离 。 

定理 5.6 i ACO — (А (х), -… A ERRATEA ae 
组 ， AGO 在 x=0 ES, Н 500) BR ACORN 个 重复 特征 A 
HERH, M xo 时 ，3S(Cx) 按 (5.1) 定 闵 的 距离 趋 于 0。 

注 ， 可 以 看 出 АСО) АВЕО ЕМЕА SR Е 315,5 ME SE Ы 
5(X) 按 (5,1) 连 续 是 等 价 的 。 

PRUE E SH 5.6 ,只 须 证 克 (0) 的 每 个 特征 值 按 定义 5.5 连续 。 
BAH AOOBIE—HHEJ, ЖА 45 SRV,V Z BEA Hj SpA): 
NOS BI RE x, A.G —2i—fi GI EF >}, FE BL fi Ж. 
T(x,z 连续 ， 因 此 


P(x) Ë= (s| Rao bday» Ads 


RT x Be, BDOTOX ЖИНИ, Wk POO ST x eS, А, 
dimP (x) =dimP (0) , 24 |x| <В, РОНА CO BR PFGE (EA GO Ех = 0: 
JER» 
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从 Kato [91] 定 理工 .5.2 得 

命题 5.7 设 S(x) ЖС" 中 的 无 序 М-Н, S(x) dE IX ІС 
RPSL DAE ДВЕ EE, MEENA ДЕ (i xk DE BED 
组 gi) = CAE (х), MODO ESP ARAS x € TS GO BEA {ш Ох) -1 
KERo 

推论 5.8 BACK) -—(CAQG0 7 ANDRE ICH 中 连 
ФЙ gk cip, 3E Z РЕ N= dim X Д-да 
{mil atx = CAE GO oe AE (ху EIE CI, AGO E. NS 
BATE SOO 可 用 (i COT - CERES 

ik “实际 上 ， 联 合 特征 便 的 连续 性 可 以 不 考虑 参 变 数 x， 而 
直接 将 4 的 N 个 重复 特征 值 S 须 成 为 4 的 函数 SC4)?。 同 样 可 以 
证 明 S(A) 基 A 的 连续 函数 。 

仿照 单个 算 子 ， 可 以 定义 联合 特征 值 及 其 特征 投影 的 可 微 
性， 也 可 将 Kato [91] 定理 I .5.6 Er BATS. 

З X R. Banach zzi, A(x) = (А (х), 及 (CX)》 PEL 
ERR Юн ЖАСТАН РА ЖН WAOE x= 0 解析， 则 有 

fN. UE SH) SHAG), ШЖ SL CO ERR 
峙 相应 的 z 空 SE х 解析。 

证 ESO ARES o^ (0) 0710). cae AV, у" 
‚ dO (OO CV^,o" (0) cV", HEEOHIBBU E SP xk HE PE, APE 
8220, 湖 |x| 达 6 时 ，Sp(%》 也 秀 离 成 二 部 分 07 (xy aa” (xX), 分 别 
& ad: У,у" rh, Mosixi «có m, X=M (x) + M' G0, 满足 
Sp(ACX) |j a) 5:6" (x), Sp(A(x) [m oy) =O" (x), T 


р(х) (z1r) | Rao da A = Ades, 


Jg Taylorp113]1585—39, Pix ESAT x MRT. POOJÉ XH М" (х) 
到 M (х) 的 投影 ， 所 以 M? (x) = P(x) X fr, М M" (x) 也 解 
Bie 
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根据 这 个 (pH Рох) т. Н Kato 591] 第 二 章 8 4.2 及 第 七 
81,3, EEU CL(X), UGO ,U- х) 都 解析 ,使 得 D(x)， 
M'(0) М’ (x), P(xy=U(swyP(0)U- (x), & 

А (х) =U) AGU) = (U- GO A LG) UO po 
U- GO A«GOU(GD) ‚А (x) 仍 为 解析 交换 ， 并 且 P(0) 与 和 (2 
可 交换 。 这 样 A(x) IM CO) AHN. WAG) P (0) =U-* GO 
A(x) Р(х) U(x), 得 到 A(x) |e’ oxy 8 ACH) Jaw AA, T {7 


的 特征 什 相 同 ， 特 征 向 量 有 关系 ; 车 了 是 А CO [ыо B) 8 КУР 
特征 值 和 的 特征 向 量 ， 则 UCx)f 是 А (х) [м co RGB, FERA 
的 特征 向量 。 

4(x) 与 4(xz) 相 似 ， 因 此 它们 的 联合 谱 相 同 ，4(2) 的 谱 可 分 
离 成 二 部 分 0 (x) 0" (x), 三 有 相应 的 分 离开 = 一 MO 二 MO0)。 

Bo’ (0) 仅 包含 有 限 个 有 限 重 数 的 联合 特征 值 , 则 dim 夺 (0) 
0< oco,dimM" (x) =dimM’ (0), 

下 面 我 们 给 出 两 个 定理 ， 它 们 的 证 明 是 设法 妇 结 为 有 限 维 空 
jg M’ 0 上 的 问题 ， 因 此 可 引用 前 面 的 结果 ， 具 体 证 明 不 再 约 
XT. 

定理 5,10 EX E Banach 空间 , A(x) = CA (x), AC) 
是 在 x=0 解 术 的 交换 算 子 民 函 数组 。 则 ACORITM ARTS IR 
重 数 的 孤立 联合 特征 值 都 可 用 车 于 组 解析 函数 的 分 支 来 宪 示 CH 
子 是 解析 函数 的 分 支 ， 可 能 有 有 限 个 代数 奇 点 ， 如 果 用 定理 5,4 
的 表达 方式 ， 应 该 说 在 %=0 的 一 个 不 包 会 4(X) u co 的 例 让 点 
的 单 连 通 邻 域 中 ， 可 用 若 于 组 解析 函数 来 表示 ) o 

定理 5.11 XP А(х) = (А, (х), А. (х)) 是 在 Xx 二 0 连续 的 
痰 换算 子 值 函 数组 ， 则 妇 (x) 的 尾 何 有 限 个 有 限 重 数 的 孤立 联合 
特征 值 作为 重复 特征 值 的 无 序 组 在 x=0 连续 。 
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第 十 三 章 ”具有 谱 容 量 的 交换 闭 算 子 组 


关于 多 个 可 分 解 算 于 组 的 谱 理 论 ， 首 先 出 Frunza [771 等 开 
始 。 本 章 我 们 主要 考 典 具有 谱 容 景 的 交换 闭 算 子 组 ， 其 中 要 用 到 
很 多 有 关 有 界 的 可 分 解 算 子 组 的 结论 ， 为 节省 着 帆 ， 我 们 都 不 加 
证 明 地 引用 。 有 关 可 和 分解 算 子 组 的 谱 理 论 ， 国 内 还 有 邹 承 诅 。 刘 

光 操 等 人 有 过 出 色 前 工作 ， 读 者 可 参考 有 关 文献 阅 读 (81.751. 
£41). 


$1 交换 闭 算 子 组 的 算 子 演算 


Eschmeier,J 在 [73] 中 定义 了 交换 的 闭 算 子 组 的 Taylor 联 
8. 9k X B. Banach 空间 ，T1,… ,Ts 是 XX 上 的 阅 算 子 。 对 每 
dei, FÆ & Cacti), T А Р Ti). ЖА (A, +, A.) 是 
Sei) GFE, WERTH СР, е ,Tr) 是 交换 的 闭 算 子 组 。 而 


SD ={( 6s 6s; co) 


由 于 无 界 算 子 组 的 有 关 记 号 比较 繁复 ， 我 们 引进 几 个 简写 符 
+. 

iG) = Liye pin} C(1,--,n), T= (tiser fn) E п. 个 不 定 s 
JH to ERA S A tis Dim Dra Н, о) П? 
=¢}, AH Da- CR Tie Tj, BE XL BR. Dr, = (Mewtwo: 
xi) € Duy, | O] =p}e Fp 是 从 Di， 到 Оу. BRS: 2bxoto- 
PIE Sut Ate. 


BUS C -Óx. x 中 的 开 集 (C=CU{ooD ,我 们 定义 
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(1) YU xX) nm Eg U, Do), HIER iel} NA G 
e$, MWE 22 fOEYU, Da) EJ ER Tic Titi Zi f (1) 
€%(U,X)) 


Ат, UXO =(Shata: JG) C2%(U,X),| GD |= p), 
р==0, е n, 


(25 Cn (U,X) (Af ECU, Day), BOW & Uo» 


hx, (iu e jC), RUA Zizi, zt =" z: € c^(U, 
Лун E 


Tye Ti дар 23 Hf) CC%@(U,X)) ` 
Айту dz, C^(U,X)]— {Elo pto Adzine 
hac ECS 3 (U,X), (CO]+ 1G) =p} p—0, 2, 
J, 亦 可 表示 ALT, WCU, X) IBA Ce, WU, KG Be 8, 
Tht + BUG Taare; ted A eB ALTU dz, C7 (0,32 | 
RA tUd2, ČAU, X, oit ЕЙ: 
OQ, @ à) Sfaxpto A (р 


— à — 
= 5 УКТ) оАо Adz p+ 3). Df pd zh ta 
ТЕГ (GXIVE QE. 


AG (ре 
XOU ДЕ б“ x», &Єр(ТО ГС, E21, =, п, 我 们 用 
1 _ 1 1 _ une 1 
uel s ).2= (а, 9%). GU h 


a Es 


定理 1.1 设 工 =(T…T) ARRAS FA, &CoTO. 
Aic (Ej - Ti)! , А= (Ау, tty An), Т ИГ Ф, 
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^ Tg ^ а ^ 
OA Tk ¿U,X5)J— A [trp (U, X)]o-- —ÀA^[ r RQU, X)7--0 


Ho. Yur T Us. 
orita, RY, X] A^ Eos LV, X = Анго, У, X)12-0 
Xi Vu y Up ЖЕ Arn, SUX) АРГО OLE 
ML, XE E Wata CAT, & (О 303, Us (fay taya = 
h(i (2—1), Iit, HHL U, 20,72 


pati} 
Kerld,/ImJp_,, 由 H?[gr CU, X) FISHY (VX), a1, p= Dalar 
н, 


定理 1.2 THA EBE. 


E Joa — 
бе A'L rU dz, C^(U, X)]—---— Alt dz, C"(V, X230 
Y W E Y Wan 


— aoa 一 
o> A'LoUd АСУ, Хэ) — ee AU d A, C9CV,X)]0 
其 中 Wp BAU dz ,C"(U,X) 18A [o U dk ,C"(V,201 上 
Е. ЖНЖ Ad zip CAML Udz QCUQU,.X)], 
"Wpfeocptub Adz;— (712! "I (Qu m =) п П ag feno (4- 1) 


Sa; ЛЯХ р, Ж, GE HPCCQU,30,1008]— Ker, д )/Im (Jy 
Фо), Ше 

H'[CCU, X) J @IISHNC(V,X) aD 1, p=0; ,2n, 

定理 1.1 和 1,2 的 证 明 可 以 直接 进行 计算 得 到 ， 略 去 。 

BURC IFS, 260, 用 QO? {(2), X) 表示 在 z 上 
JUR p УВЕО К, ОРОО, Х) ЖЕШ БК З р 
(TRAE ЖШ SER tS ЖШШЕ S BPU X) fe LRA р 88 
ЕВ Ey, ВРО, ХЕ U LK p B 3648 ЖШ Б 3k 
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HE DA ААЛ, OPC {2}, X (CB 0(2) 2008] Оз (а), Ху 
«Ву а}, ХӘ) ИРСӘ д), HEM HPLC*[{z}, 30,1 2— 
KerJ;/ImJ,.,, HAC" ((2),X) TBO ]— Ker(J 5 © 0 )/Im GJ p., 
O9). BER 1,2 得 下 列 推论 ， 


推论 1.3 WIEREN k= ZL, WEU), X), JIS 


HPL (<4), X), 01,0 pny H'[C*((2),X),/ 6 J= HP°[C=((MY 
Х),аФ®9 1, 
推论 1.4 ИСЖ СОСТ), Hig (iz) , Xy, Ji=0,p=0, 


een; HP[C=((z),X),I 9 170, 70, 2n, | 
证 #rz€o[(T),n[ W Š Co(Ti) {Н Ёа, t= 1,—,.,n. Mp 


hp EDN, FARMS ()30 ја HP [ dj), 
3),01— 0, 2E ER UEHPLC^ ((z) X) ,J 450 ] —0, ES, 

命题 1.5 对 任意 开 集 UCp(T), 下 列 正 合 。 

OAL TU dz ,CU, X)] +m Ame Ud z ,C=>(U,X)3—>0, 

证 CAL таг CCU, X), OD- BBB HME, A 
BCU, XE APLC? (2) ,20,J09 ]—0 mt 4£ z CU 成立 ， 
于 是 用 [94] 命 古 6,3,2 ЯП 6.3.6, 上 述 叙 列 是 正 合 的 。 证 毕 。 

推论 1.6 车 1 是 在 Spt(T) WMATA HK, WATE XE 
xC X, ЎРЎЕФЄ А#-ї[т\)йшл C” (V,X)](V =U A(T), dii 
Jex Ае Ati Содур REA pe А" тах ,C^(o(D), XO fli 
Xt A Ate = (Q8 )¥, | 

HE 由 定义 验证 A 了 Oxf Av At CA"ETUdz,C"(V, XL 
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OBINA Л) 0, РААН th Ar EL 1.5 得 到 。 证 
р, 

BITKE HEERE” , IESUPGEGLILB RB 
F3, düL94]15[38 2.1. 

WIR, 31A2DTUdz,CT(U,X)]— (Xf xcti АФ з 
Ico p+ [С | =р, |) ] =4), 

51:81 ol i D Ж С" 中 多 圆柱 ， 则 对 任 к, Ox ken, F Jil 


EA 


е Ахт, HCD, AL TrU dz,C*(D, X NN z, CiD, XJi+0 
Fp i ЖАВ, | 
证 先 证 k=0 的 情况 。 
不 失 一 般 住 ， 我 们 设 五 的 中 心 为 10，…0)e 我 们 证 明 类 做 
I94] 定 理 5.8.1、5.8.2， 但 稍微 复杂 一 些 。 证 明 分 下 面 几 E, 
(1) 对 尾 意 相 对 紧 多 圆柱 D cD, 5 PE А [vL jdz , 


C€*(D,X)] Hd¥=0, Wd o CAs Lr Jd z ,C°CU,X)1, fio o 


=E D 上 成 立 ,这 里 这 是 D' 的 基 领 域 。 这 部 分 用 归纳 法 
来 证 阴 。 假 设 蚂 纳 的 第 &-1I 步 证 明 是 对 的 ， 即 若 # 不 会 


本 和 时 绪论 是 成 立 的 。 WOR 02 irse dZ, 则 
#$=dz Ag +h, JEP g, bh p d zk. dZ. 无 X, Rex Xd ti, 
Z Gi- Laon 19 Ct eile, ye tee 22) dt dz, 

Жон oct) 是 有 紧 . 支 集 的 标量 函数 。 由 于 gi € CT (DO. 则 对 
TE Gi, sir} Cen), Tj,---T 3,81 ECD, X), EE 是 Gic 


< (D, Da) H T;--T4,GicC"*(D, X» 这 样 出 ig» G=SIG A 
dz; CAR *(tUdz ,C°(D,X)], BIE A $ — OG Hd x, dz 
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TA, PE 有 o. {#дрф,=Ф— 0G=KU ERY. фф. 


£, Шӯдф=0 EU 上 成 立 。 
(2) Xf p—0, 35 {D3}?-;,Dj 在 DD 中 相对 紧 且 与 DD 有 相同 


的 中 心 ， 满 足 DiCDi,1,i D; D RET: ) CA Сз, KD, 


OTs | u 
(a) Oo; = PEDR S03 ERE SE, Foley 


€) Поа ФЭ eB Пена esl mart у, G)— 


362); 
(с) HERU, 9135-46! $t Qn), 


ТТ Срна 15, «e 
Bou. 满足 上 述 条 件 ， 由 第 1 步 ， 我 们 AP» 


AE O pr SVE Di BJ M AE BR th EL XC 一 Pt 以 及 
Тугу lpha —9 oi Тауіог 3T ‚115% 项 式 ?,; 其 系数 在 Do 内 ， 


tleor ppls de IT, EFIE TETE a |6, <> 对 任 


Ui ORC, vun) 成 立 。 | 
Woni-pnui-P. PE GI} -a M (Tig Tipi} -a TED. 


00. 4 p=limg;, M| ecCA'r,47/(D,X)] E.ó p= %, 
(3) pz! 的 情况 证 明 同 [94] 定 理 5.8.2。 注 意 到 {9j 满 足 条 


fEos.il2,—9x, Ki plo фа W PEAT d z,C*(D,X)3, 
MRE RAO, POA ET Jdz, CD, 201, ВЯ 

Dont Adz ey Rl Oy 0 等 式 于 对 任意 (i)， 

(Shaves dzj) 二 0, 同 样 我 们 可 构造 Dewi Фор eco € 
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C"(D,D), НА, =Ф, 就 有 Tie Pi gaya E 


C*(D,X) 19 (Mees dzo) = орӣ, 6 To) = жо d zi, 
1 1 1 


p= Урад, Nl o CAP LL z ,C(D,X)1, 09 DO por 
= EE, 

жр р, х. хр. C" gp OME, ЯФ D: = (z, |z —bi | 
«nk Di= (z, |z| >r} HD 表示 Cn 中 多 圆柱 Ds x-xD. 


其 中 PiCcC， 则 D' 一 Di， 否 则 D =. 


引 理 1.8 Жр Copa Ж, W3 1.7 PRIES. 
证 RABE Di (2.|z| ri) GI, 而 DC CQ RE 定义 
ph 9. A £* [rz Ud z ,C^(D,X)]—AL1 Er Ud CO , X5], 


ёр d zip Ata = П 1 {ocd k p Atos 其 中 


"FELIPE 


fed = EX, а, 


д,.А т, (Ю,Х)уД—>А%рт,ду (OD XDI, 
б.о Јо, SBE PAD d. i 
H — -一 . 
0x A ts 21Р, KJA ErU dz, C*( D, Хуе Ab * "CrU dx Ce D, X] 
ё. 7 t U 16. 
i — — 
оз Ат, Б” HIA! Гт#ах, CiD, Kylee Akt "Drgzdz,C9(D^, X)1-0 
于 是 ， 由 引 理 1.7 得 引 理 1.8. 
定义 1.9 设 了 =(Ti…7n) 是 交换 闭 算 子 组 ， 若 对 任意 ?> 
EO, HeLa ({z},X),J1=0, 1<p<a—1, WET FA AA 
TECSVEP), 
定理 1.10 d T—(QDue9,T0 是 交换 的 闭 算 子 组 ， 则 下 XL 
条 性 等 价 ; 
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GEER} ,X),/) 0, RHER z€ (n, p—0, —, n-1; 


(DHC (2 ,X) JBI 1—0,3H E32 € C^, р-0,1,.-, 
m—1; 

GDHPUC"(U,X) IDO 1— 0 对 任意 开 集 UC Ó*, p0,-, 
4—15 | | 

(Н (D,3),1]—0, HER C^ 中 多 圆柱 DP,p 一 0,1,…， 
LIS | 
证 (1)= (2), ЯТ 1,7,1.8,/] 07618: 8i 2,11] Ff 77 
法 可 得 。 БЕ | | 
(2279 (32 Bi Bg 0 B'C (2), X) >В ((2) , X) SB {Zz}, 
‚ХУЖЕ Ug. mD921f85156.3,3816,3,4,0— 4*7 U dz, C^(U,X)] 
ALT dz ,C"(U,X)] Еф, BD H'C7(U,X),J0 0 1= 


S .p-—0,.-.,5—1, g 
(329 (4D Pp CAI [T,49/(D,X)] H.J5p—0, W (J5092— 


4, ЛТ $€ AP Cr ЧЕ C7 (V ,30 ) {E Upi Be 9-9, TB 
C7207 2.1 FRA Andi ECAP Lt, (D, X), 使 从 二。 
(4)= (1), BR TER, 
命题 1.11 = (Ti e Ta) BRR MAAS A, ë € 
PITO |C, Ai (Š — Ti) im I, R.A = (A, Aa) „ЩТ B. 
有 SVEP ist W А АЖ SVEP, 

证 WLM K€ C", WI & CoCA) IE REO А ЖЕШ ЖШ), 
B Hepd((A),X5,a1—0,p—0,1,-,5 лл” 24 KC C" Вр, H 
Ж 1,8, PIR (А), Х,а] НР (z), X) JJ 可 得 。 证 毕 。 

定 尽 1.12 dE T—(Ti;,--,T, MG SVEP, Wt хех, 
ЕЗИ o(T x) SEL (CD, x) 2L (Uc C^. FE YCA CT] 


dz ,C" QU, X ) Mlixt A Ata (O9 PRE, 
«2395, — 


命题 1.13 T fi A ШШ 1.9, RE OCT X) =E- 


Tli(o(T,x))=o(Ti,x) MLR EXE, 3XHL x; E C^ 中 对 第 i 个 
坐标 投影 。 
证 直接 从 定义 和 定理 1.2 以 及 [73] 推 论 2,2 得 到 。 证 毕 。 
在 [73] 中 ,Eschmeier 定 义 了 交换 闭 算 子 组 的 解析 演算 。 考 1 和 在 


Sy CI ATSB HCE SE RU LESS CAD ERE (f, O9 —1(2— 1). 
于 是 (TG 六 (4)。 我 们 试图 直接 定义 牌子 演算 。 

HCH СМ), Ср=б, хех Cri, 则 Ci 是 局 部 紧 空 
Kl. EBD Cr RR Re Cs hK, M [113] 引 理 3.3， 
3.4 ERAR. Б, Æ IE Sn(T) 的 邻 域 U 上 解析 (可 假定 
UC—CI, WEE XC Ат 2, CE УТ (хи A ЛА 
х=0Ф9 №, xkH С? (U, DEREC; 中 有 紧 支 集 的 5, Жл 
RE x Нат Л = Adz 的 , 而 Ts CO = TL $ 
Rs_zf(z)x 一 (一 1)*xx， 则 可 证 明 

fCT)x= THEN 
而 f(T) ДЕЙ EERE EENAA. H 于 L11331 Egg 2.2 
定理 ?2.4, 只 需 证 明 

{1y 
fi Gu (1) {rea Rr ауа A = Adin, 


定理 1.14 ЕТТ, Т) ААГ, А АЕ 
1.9. 了 在 Sp(T) 的 邻 域 UU 上 解析 ， 则 对 任意 xEX, ],(А)ух= 


(зд) (сов ава A Айг, 
证 AEM ERIO xtA e Ata x= SBI MW 
waCfUz)xt Ac Ata) м = PO wa — 9), Bf (XS. A e A S; 


240 =: 


— Wax = (AGO) (On-1~P) 由 定义 К, _.}. (х= ( —1 "T0, X= 
Сожа 4 у= В A e Ad ze WI wax= TT (222 


Hh оке TSA Ad 
(AD 
dX A Adhn A dh, Ao A dk, 


- Gi) bo ii GEE amar nan 
dz, A ++ A dz, 


Bit, поке (L) 


олі. 


= (GLY rome д Adin, iE. 

RE Inv(T)={¥.Y 2X SUPPE EBE. Ti(Y[ IDTi)C Y, 
ECilY)566,1—1,-,5), RO) = (ҮҮ ЄТ), He (Tif) 
PTi Y) 64), 

推论 1.15 WYER), UJESCGTOUSTI[YO 的 邻 域 。 若 
fx EU EE, k—i,—,m, (DHT) F(T) Y € 
Inv(fCD)), ЭЕ B fO |) 10D |у. RSW d$ & Cacti), Ais 
(Gi — Ti), W| Y cInvcA) Н A[Y —((5,—T, |z) t, +з, CA— 
Taj y)7 D, 

证 XHE£XOGCOCO[ Wil) fycY, 


Ту) y= (5 [оваа A Лава 
= (Ap) [тев лал e AdA A dz Ac Айга 


=fx(Y )y, 
EHE foyceY, В fedlT)y= fx(T|Y5y, 证 毕 。 
d$ T RO SVEP, RIMET UE XXE LA BHR. - 
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FIET, XDA MIR U EB, MD AXCALTUdZ, CHU, 
Хуа) Л Ate—x=J@ 6) VEU E JR Sr. 我 们 定义 
1260 (SL) [Te чаа A Ade LTO PERE 


EI 8 п SPA, RR f XE SoCT) 的 邻 域 解析 时 ， 则 
有 f(T)x=frtx)。 由 于 证 明 类 同 ， 我 们 咯 去 详细 的 证 BI. 我们 
有 如 下 的 命题 。 


命题 1.16 设 T=(Tl,…,Ts) B A SVEP, 若 对 XEX,， G 
C, х C" BR, ME Гур, WIT x= (21У Rr 
fx dxdz, 六 … 人 dz 对 任意 在 Sz(T) 的 邻 或 解 折 的 函数 了 成 立 。 

证 ос) = IL (80-20) 在 oC(T,%) 的 某 相对 紧邻 域 U 上 
解析 ， 于 是 存在 X， 具 有 Ж RR, {EIO A Лк х IB 
Te Bis OJOS A Ав) x (0908009, aR 

(元 я) [e саа A = „Ай 


I 


51. m) Kc man -Adz 

= II NE ES y fre алсдаа ^ Adz] 
= П Авг) 

= ПАКТ) П (6-70 

=f(T)x, 


因此 x= (hg) GO = (аъ) = TI Aer) 1, Bl x € 
n Dr, HI (E — TOX —ge( x) EHE, 
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82 具有 谱 容量 的 闭 算 子 组 


引 理 2.1 ТСТ, ТЕА ТА, KX EX, | 
X;CRCP),j —1,2, 对 任意 Ši EPTO: |X} E= (5i 565) 5 
UCCi, WHA a 

OD 对 任意 o € AP[z,3 (U, X01 可 写成 =i 十 Wz Hoch 
n Є Ат т Jdz WU, KN], j—1,2. | 

(2) 对 任意 #E4p[tL Jd z,CTQU,X)1 WEB Vir, Hop 
3; c A?Erl )dz ,C"(U,X5)], j—1,2. | 

证 (1) 另 证 p(TD p(TiXD)Cp(Ti]X,), 因 而 eec] 
X 2$ p € ATET,g/(QU,X)]1, WER L upp CA la, ey (V, 


Хул, ЖЕР Уе iy. BL X CInv(A) GERE LIS ,而 4 是 


AR, MH оор = реф, Жн фе САРГА, dr (Y ,203,j —1,2, 
Bilbo-u;ptru,;of, BRE us pt € Ar Tig, Xp, P 
A ejut 就 可 以 了 。 

(2) 用 同样 方法 可 得 。 证 毕 。 | 

引 理 2,2 ib T—(T,-,0T20 是 交换 的 闭 算 子 组 ,Y ER(T)， 
对 任意 上 EPCTD 门 p(Ti|Y)，& 一 (E05),，U 二 CY， 则 有 


(D ERT САРТ, CU,XIY)] 可 写成 f =f/Y, 其 中 f€ 
Apt, dr (U ,X51, 


(2) 任意 8 САТ dz ,C*(U,X)] 可 写成 =Е/Ү, Жр 
g€ Ат Jd z ,C"(U,X)]. | 

证 TIG X/Y LRT. Н Se(TY)CSp(Ti Y), 
Ae E € ecTOC lec Ti] Y) co (T:|¥) cecTD, ROG TI = 


* 2485 


АТ, ЖФА (Т), # T CAPT YU, X/Y)I, WM us 1 € 
Arog КУ X/Y). Н 1.15, Y € InvCAD ， 因 此 有 了 * € 
ALO, UV X) Mif" /Y —usf Ff 5; f* m JC Арт, (V , XI 
且 f/Y= 了。 同样 可 得 (2)。 证 毕 。 

引 理 2.3 设 了 =(Ti… Tray》 是 交换 的 闭 算 子 组 ， 则 . 

(1) # X=X,+X,, X;CR(T),i=1,2, 则 对 尾 意 хер, 
()CÍ1,--,n), «WAR x= x + X, 其 中 x;€ Xf 1Du,j—1,2, 

(2) WY ER(T), Do =u Dr sN =o}, Ж 
ch Diaj TE Tr, 的 定义 域 ， 则 任意 ,X Da, X = x/Y, 
HP хЄро, : 

证 (1) HE Cp(Tiy[ ТХ ect: |X), i=1, ,ho 
# xC D, WY IL (6; Ti)x= +2, Hat xt €X;,1—1,2, Bd 


№ x = AL Ast H Anf. нЕ, C R(TyC Inv(A), Wl # 
x= II Agi Xif ро, 同样 x, = II Ait €x Do, Пу х=. 
Xi Xi. 

(223&&; C p(TpD[ )o(T У), W] & СОСТ), (ë - TD) = ATE 
херь, П G5 TOY x € X/Y, MAX*EX, ixt/Y— 
IL ETD. x= Ip Ax", B) x€ DOO, Bs/Y=x, 
TER. 

定义 2.4 设 工 一 (Ti…Tr) 是 交换 的 闭 算 子 组 ， 车 存在 从 


C 中 闭 子 集 全 体 F (C+ 到 InviT) ЙТ е, HEE 
(D є(ф)={0},е(бС")=Х, 


(2) spe FC e (On ,e( N ву) = (3 ep, 


a gad 


сз) 对 任意 C^ IAE ROT AERE {G} R0 х= у e(G y, RU 
称 工 具有 谱 容量 e, 

命题 2.5 ТСТ, TORRARE e ME FE 
FC"), 下列 结论 成 立 。 

(1) SAT [e(CF) CC SOT, 

(2) SCTi |e(F)) CSp( TD, dm1,-,4 

(3) e(F)ER(T), 

证 投 zESp(T), 赔 有 天 集 卫 和 Ds, # z€ D, D| JD, — £^, 


WDOSAT)=6, TAE X=e( D)+e(D,), WEB CED) IF 
在 #E Act dz C= (Ue D55388 xtA A= 099 9, Ж 
中 U=C"\D S(T). BE X Rerk=0, 因此 x=0。 由 x 前 
HREM (D = (0); 而 Xe(D)。 于 是 S,CT|e(P))=S, CTI 


eC (D) =S; (Tle (ND CD, 42 € S, (Tje(F)), X. 
h z ERE, S.(T|e(PyyCS,(T), WA, So(Tije(F)) = 
miS,CT|e(F))ComxiS,CT')=Sp(Ti),0(Ti) NP OT eC PY) = p(Ti) ae $, 
因此 (1)、(2)、C3) 均 成 立 。 证 毕 。 

命理 2,8 T=(T,, =, Th) 具有 BE Be, bu Suppe =. 
ST). | 

证 AFEC) Ве (=X, W S,(T)=S,CT|e(F) c 
Р,} ДИЙ Ss(TyCSuppe „53—71, Н 2.5 证 明 可 知 车 z€ 


SC), MEE D (iz c Dmje D) = {0}, 2 C Suppe, iE Hs, 
定理 2. 了 E Т,=(Т,,--,Т) RAJ SB eo Ji t S, (T) E. 
АЛТ, j= l,m WATS UT), sfa TOXRUTT ORE 
зА, MT) 的 谱 容 量 6t 由 等 式 
g*(F) =e G CE) ]S(T)) "E— dise. 
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证 РЄ CO, Ф е* Еу =2( UP ST), We 

(1) e*(do — (0), e*(Cn) e eCf (Cn SC) 
—E(SY1))—X, 

(2) e*(]F*)oecf Fay S(T) eC WFC 1SpCT)) 
=f ]e*cFi); 


(3) B(G- Ж C* 08 3F EM, MI SE UG) 


і 一 一 k 一 一 
NST), W DEG = 520-60) (S (T)= X; 


(4) ШЕК 1.15, e* CP) € InvCf(T)),3 BT | e* CP) 
一 大 Te (F), pisi Soh) le" (GO) —SRGIOP je*(F)) 

=f(Set |e* C) = OST |С (PF БСТ )))) 
С GSC F, 

тж F(T) 是 可 分 解 的 , 且 e* 是 TT) 的 唯一 的 谱 容 量 , ШЕ, 

推论 2.8 T (T, T.) RAM Et. 2 EST), Ау 
(5;— Tj)! JH lyst, H] A=CA,- , A) BL ЛУ BET, 

推论 2.9 3EPT—(T.,T.) 共有 谱 容 量 , 则 了 具有 SVEP， 
Beel T, OCF RAEE Fe Я (Cy pr, 

证 由 推论 2.8,4 一 (4 和 4 可 分 解 ， 因 此 4 具有 SVEP。 


Т ЙЕ 1.11 TAI T RA SVEP, Н eF) = eat „Г1С*) 
={х, otA, cry = (x,0(T , x) CF), 


iE X2.10 "—— ‘To Н, ПЈУ СТау(т), 
若 对 尾音 ZEInY(T) ЖА 5007 |2) С5, (ТҮ), 就 可 推 得 
ZCY WARY THRRET H. T 的 极 大 谱 子 空间 的 金 体 记 
为 SMIT), 

命题 ?.11 T=, To HABA e, HÚ Y CSM(T) 
BJ SE Sr: Pt Y= eS TY )), 
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证 2 FEF (C*), фє(Ру=Хү(Ру={хо(Т,х)=Е}, 
FEZ EC Inv T} ,o(T | 2) 5,(Т |8(F)0 Fx C Z,x € Xoi2(S2(T|2)) 
C Xi (S:,alT|z> = eCS4QTIz3) CEST] e(P))cetP), 因而 
Zce(F).Em, ЖҮ ESu(T), M H S;yCTIecS;CT[Y ODDO c ST 
NYOTA e(Se€T |y) СҮ. УСҮ, YC XecSy«(T|v)) Se(Sp (T | 
YO). THEY Ce(Sp(T|y)), ax FE 4838] Y — (ST | 20, uE 3, 

命题 2.12 设 T 一 (Ti,… ,Twn) 具 有 谱 容量 s， 则 对 任何 FE 
FC), STHP)cCN Е, 

E REES Є F, Wacol’) RY —Xlxo tw, 
Ti) —60,H 5[ 38 2.8, X i) = Xie), Bb T sro? ф = 


aepo -Трхо (Р Ata 0 СНЕ 0 CGCG C Р , WI 


4 


C'\G A GEC Ый, ТАХ-Х,+Х,, HH Хү=е(С 
\G),X,=e(F), B X,X.CROO, PE хау= зв) TX, Ep, 
zo E Dol Xo yo Etol Xa G = Уо, = У) Yot a, 


фф, +9. M Jaloe) = Јозо) ¥/e(F) = (20) ф 7-0, 因而 
$ ERRE CP GOPYT MX р, 部 Fol 20), ХГХ, 
=0 „ АТ ТИХ — 1,д,..,и,Т =(Ti Ta JF 
Xo WHAT. #5 是 X/X,  Х/хх, ШЗ. x/X,= 
Ба) fe, X (YX, » ЩЩ TESTS, à E73] 838 2,1, 
S)(T*?) =S CSAT [XOLISPTIX XY CECANG. 因 z€ G, 
Mte ESAT), WAT ФТЬ (0) p= Xa Хаа XXL 
BG -e/X( X, Bl Јао) фф. CAT (9) X MX B. 
Jp(zo)gy/e(E) 一 Hi/e(B) е Е) 一 让 ,最 后 得 到 zw C OCT), B: 
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命题 闭 证 。 | 
48218 TACT, TAS. BFE FC), 
(С17-. BF JE Я й, Meda Me. 
证 Wice), ФА: (ET), Шр ASA y An) 可 
Si Hago =e E- 2С"). m [77] gm. eP) 


1 А x _1 a\\— 3 
- (е0) поо Be, (e-3,ne))- Hee. w 
H, | 
命题 2.14 设 T 二 (Ti, TORRE е, 
(1) T; RA B$ XR E ej; Foe xe x Fx xC), j«1, 
ree ght 
(2) eye (Ў Ге, (Diy) X= X EDD EE LJ D x 
+» X Р), 
证 (DERRE, RHEA (2) 好 了 。 
出 命题 2.13,8tF) 会 在 等 式 右 边 , 若 x 属于 右边 , 则 otT,x) 叶 
nf L] Dux x Daj y И ЛЕ eX Da OF) =F, Alb xeha 
Ў j=l 
证 毕 。 
定义 2.15 HAC, AT IRRRMAR Te PE, Bx 
C" AYE BIR XE (G0 To M ,X;CInv(T), j—1, m, EX 
= 3x, BS«TIXOCG, ИЖТ AWE RSDP), 
定理 2.18 UE T-—(T,,-.,T.) Bof SDP, MT Hog SVEP, 
证 | AAR z€ С", PEZ (27, X), 31-0, p=0, 
=e n— lo RICUSU, X xU PEAT, YCD, XIE Jo 一 0。 
AL SRR S C OCT 3) j=l, th, EG he jih z; = 8, 出 t= (hig 
Za) C p(T), 则 对 任意 р, HP[((zy,X)),J]= 0, A gi, zie 
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2, WZ р, р, CC, {ж c D; c D, CDicDice(Ti), Gi 


—CxoexDixexC,G,—Cx.«D;x..C, G—|]G,G = 
i= 1 
167, DREZEN E VICE fli Vic Vic Ui V =VX e X Vas 


网 NG C МУ 67) ЯШ (G )1- iE СЯ 8, PURGE XS 
KY j, Jolyon, Ж S(T |х) СІС”, Sp (T |X) C ChI VU 


G^ ),8 T|Y j)}CG;,7=1,- ,n, HB WJ FE FE Et, Sp (Туус 
Dy, f—=1,- n, АРГ |507) =ф, Wk Y;= (0). BRE EAU 
©”), BR 5j € p(T;[X,), [ШУ 5C T;| X), FEX, X, 
СЕТИ Хех, CX, 5, {ПИОН ССГ |A 1X2. 
RHE A ЄХ, 1X, y; € X,,/21,2, fii (5; TD y. = (Š; 
-Tijn x, 于 是 (一 工作 2 一 3 一 0 yi— X € Xi 1X;, TH 
(5; Tp [Xi X, Ei BTE, Jan 5; € oc T; Xf 1X0. гй 2.4 
ЖЕ ВЯ up 415 SSCDPO)CSRCTIXOUSSIT[XIC)X). МЯ SO; 
Xi X0 cU, PÆ SATCU, Will SKAD Cp 35 e 
EP(Y(U,X/X,) J PAY (V ,X/X,),a]— 0, В Jo$/X,—0,7F 
是 有 9 € Cv, qr (U, ХИХ.) Sig =%/X,, Ф/х, p, M 
0% 1р Јуре PETU, E SCOTI X) 1V =o, Ёл, 
E р ~Join, TE р Јр (T+ po H° 3/(1zy,X),J)=0#8E, 

Ж Е?.17 PET—(TD,e Ta) SDP, MER FEF CC"), 
KAMER), НУ С" pe ЕР, Ti | Xz(F) A RA, t= 
1,58. 

证 GRECO, —1,-.. BEF, WAZ H tD, D, 
i&zcD'cD'cDCcCWF, HoT) Dix, 与 定理 2,6 相 似 ， 可 
证 有 X CG R(T),]=1,2, fE X=X,+X, BET: |X; i=l, 
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ae A j=1,2, ТХ. СС), SCT[X)OCD', X HEX XC 
ХР), xXx, E Ху, 11,2, 4 U- D; Ср", Bi x€ 
XP), FU = p, i dy ot c Ar ipei idz,C^(U, Xfi xt A At» 
= (JHI „Б О ST |X.) — 6, Uf V; EA ETU dz, C" (U,X5] 


使 xA Ati OO Slt рф, Ихи Ate AtS 
CCID 9 Wf, Xx IS SoCTXOCSpCT | XMS p(T |X X, D , hit 
die € AICrUdz, CU XIX 48 t/Xi— TOO. HF 
12,3, iki] өр =фр/Х,, ИҢ $:—9* — pE rt. 
dz,CHV,X)], ј=1,2. РЖ 


( za) | r Cy — jrxdz, Ar Adin 


= C) (2)( — 1)" £x, dz, A Adzs os, 其中 x 二 Xi 十 Xzo 因 ” 


x€ Xr (P), РГ\Р=®, И Ж, x, =—( 1 сср, 


oni 


dz, Aw Adm X u хех +х.СХ,. AX IHERUERXTIOOCX, 
Fi X: id Xi, Vd sAn PT [Г] Xa X HER П X: Xz (P) ,这 样 


rer 

Xr(F)= [ХЕТ РЫ]. MH TZEP, & Ca(Ti |X), 
ante OCT: [XrCP)) 之 中 ， 于 是 FERT), 

APLC HER, MXC Da, Ti|Xr(F) 是 PANY 
Же ЖЛЕ ESS XN HMELJA. WE. 

定理 2,18 i T-CO,,T 具有 SDP, з FEST) 上 
解析 ， Fo lyst m, 加 FCT = OFT) fe CT y) 具有 SDP, 

证 设 {S74-; 是 С" РКЫ MPG hho) S S,(T) 的 
JE AD DicC 满足 条 件 ， 636 D' CD Dic DC TO, & 
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Viel xe x Dx x C, у=], V =x- xD xe xC, 
i-1 
у= У, Mi {Vi}t. AUP MGD\W Fi, ART Ss (T), H 
m k 
WEE YiGi= leon), XjG—13, 7,1), 使 X= DVit 21X5, 


SAT|YPCVy, SAT |X)CF-G)\V’ 。 同 定理 2.16 Е Bj Ж 
$$ Үг= {0}, iz1,-,1, Xj€ERCD, j=l; KoA m, X;€ 
Inv( TO AITH X; = FO XD Sf TY X = SyGO' X) ) 
-fKGSAT[XD)C KÍ7G)) = Gp 1S) Sk, FRAT) EUR SDP, üE 
+h, 
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